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П Р Е Д И С Л О В И Е 
Данный обзор посвящен методам решения и исследования 

равнений вида 

Ра(х)^Р(дх)и(х)~2 2 Р а д & ( * ) - / ( * ) . *eR*. (0.1) 
|а|Од 

Здесь а=-=(ах,..., ал)—мультииндексы, ak*=*0, 1, 2, ... • при 

qfo{х)=* • ; , \а\~*аг+...+ап. 
дх%К..дхп

п 

Основные методы исследования таких уравнений — преобразо
вание Фурье и теория обобщенных функций. 

Уравнения вида (0.1) используются в математической физи
ке для описания различных явлений в теории упругости, аку
стике, электродинамике, квантовой механике. Исследованием 
свойств решений этих уравнений и нахождением формул для их 
решений занимались еще в XVIII—XIX вв. Эйлер, Даламбер, 
Лаплас, Фурье, Бессель, Пуассон, Кирхгоф, Хевисайд, Грин. 
С начала XX века вплоть до 40-х годов существенные резуль
таты в этой области были получены в работах Адамара, Рисса, 
Герглотца, И. Г. Петровского, Гординга, Лере. В последующие 
десятилетия в работах Шварца, И. М. Гельфанда, Г. Е. Шило
ва, Мальгранжа, Эренпрайса, Хёрмандера и других была соз-
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дана достаточно общая теория таких уравнений. Это оказалось 
возможным на основе теории обобщенных функций, возникно
вение и развитие которой было тесно связано с изучением 
уравнений математической физики. 

Основной метод исследования уравнений (0.1) — разложение 
f(x) и и(х) в интегралы Фурье, т. е. разложение по гармоникам 
вида 

Й(*)« J е-*ьщ db f (*)'-- J e-**f (gj d%\ (0.2) 
' ' x\=*X\li-\r--+Xnln ^ля х> SCR*. 

Дело в том, что экспоненты е-*** являются собственными функ
циями оператора Р вида (0.1): 

где 

Р(1)= 2 Ра(-Ша = ^ ( - Ш ; (0.3) 
|а|<яг 

Р(|)—символ оператора Р —это собственное число, соответ
ствующее собственной функции g-***. Следовательно, представ
ление Фурье (0.2) есть разложение по собственным функциям 
оператора Р и, стало быть, приводит оператор Р к диагональ
ному виду, после чего уравнение (0.1) легко решается. Напри
мер, если f (x)= f(£)e~~iJc^, т. е. f (х) содержит только одну 
гармонику, то и (л) также можно искать в виде й(£)е~£*£. Под
ставляя функцию и(х) такого вида в (0.1), мы получаем ввиду (0.3)^ 

•р ( g ) 5 ( 9 - / ( Q . (0.4) 
Отсюда и(9==/{l)lP(l)i если Р($ф0. Если же Я(?) = 0, то 
и(I) —-произвольное число при /(Е)-=0 и #(§)• не существует 
при 7 ( | ) ^ 0 . Подобный анализ оказывается возможным и в общем 
случае произвольной функции f (х) с использованием разложе
ний (0.2). При этом также получается тождество (0.4), которое 
выполняется для всех g, откуда формально 

£(£)=-£{!>-• при всех g. (0.5) 

Подставляя в (0,2), находим формально 

а (*) =Л е-"* 4 ^ - dg. (0.6) 
Главная трудность в реализации этой программы состоит 

в том, чтобы придать смысл формальным выкладкам (0.2), (0.4) — 
(0.6) и обосновать возможность деления в (0.5). Эти проблемы 
возникают из-за того, что оператор Р, определенный на функ
циях во всем пространстве Rn, имеет непрерывный спектр, и его 
собственные функции е~**1 не принадлежат пространству L2(Rn)T 
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т. е. являются «обобщенными» собственными функциями в смысле 
ГеЛьфанда — Костюченко — Левитана [20]. Соответственно, 
и «коэффициенты» u(Q, / (£) разложений (0.2) оказываются 
обобщенными функциями. В связи с этим, теория обобщенных 
функций является основным инструментом исследования урав
нений вида (0.1) и поэтому мы начинаем данный обзор с ее 
конспективного изложения в главе 1. 

В главе 1 напоминаются основные правила действий с обоб
щенными функциями. Строятся решения уравнения (0.1) с про
извольной правой частью f(x) в виде свертки / с фундамен
тальным решением уравнения (0.1). 

В главе 2 вводится преобразование Фурье обобщенных 
функций при помощи замыкания по непрерывности. Излагается 
теория Пэли—Винера преобразования Фурье в комплексной 
области и связь свертки с преобразованием Фурье. Эта теория 
находит важные применения, например, при обосновании дис
персионных соотношений в квантовой теории поля [6] и при по
строении операционного исчисления (см. § 3 гл. 3). 

Глава 3 посвящена существованию и гладкости решений 
уравнения (0.1). Излагается схема решения проблемы деления 
(0.5), теория разрешимости уравнений вида (0.1) в конусе, опе
рационное исчисление, вводятся основные понятия теории урав
нений в частных производных: понятия характеристики, биха
рактеристики, волнового фронта. Подробно разъясняется смысл 
этих понятий. Излагаются результаты о распространении осо
бенностей для вещественных уравнений главного типа, класси
ческая «лемма Вейля» о гладкости обобщенных решений эллип
тических уравнений. 

В главе 4 при помощи единого метода, обобщающего метод. 
комплексных степеней Рисса [63] вычисляются в явном виде 
фундаментальные решения всех вещественных уравнений второго 
порядка с невырожденной квадратичной формой. Для однород-

п 
ных операторов вида P=*=2 ±Д-г при п^2 фундаментальные 

решения получаются в виде аналитического продолжения функ
ции Срл (где р = ( 2 ± * 2 у / 2 . п о х в Т0ЧКУ Л,— —(л—2). - .ДЛЯ-

п 
неоднородных операторов вида P = 2d ± т т + ^ гДе Яф^ 
(в частности, для оператора Клейна— Гордона) —в виде анали
тического продолжения бесселевой функции Cpv*/V(p) в точку 
Vs=a —п~""2 (при пф2). Эти фундаментальные решения на языке 
несобственных интегралов («виселиц Адамара») построены им 
еще в монографии [51]. Однако на современном языке теории 
распределений эти фундаментальные решения были впервые 
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вычислены в случае q—Q в [56] и [63], а для q=£Q — в данной 
статье. Эти фундаментальные решения играют важную роль в 
задачах современной математической физики (см. [6]). Поэтому 
мы уделяем большое внимание методам их вычисления и тех
нике работы с ними. 

В главе 5 излагается теория краевых задач в полупростран
стве. Указаны достаточные условия на краевую задачу, близ
кие к необходимым, при которых она имеет единственное реше
ние для любых граничных данных, и необходимые условия на 
дифференциальный оператор, при которых для него могут су
ществовать такие краевые задачи. При этом естественно воз
никает классическое разделение уравнений на уравнения гипер
болического, параболического и эллиптического типов, играю
щее фундаментальную роль в современной теории уравнений в 
частных производных, хотя это разделение и не является все
объемлющим. Указаны «правильные» постановки краевых за
дач для уравнений гиперболического, параболического и эллип
тического типов. 

Глава 6, написанная В. А. Васильевым, посвящена обзору 
теории лакун для гиперболических уравнений, развитой в рабо
тах И. Г. Петровского, Атьи, Ботта и Гординга. 

Через xk-+-x мы обозначаем последовательность элементов 
.линейного топологического пространства X, сходящуюся к хЪХ; 
под непрерывными отображениями таких пространств мы для 
простоты подразумеваем секвенциально непрерывные отображе
ния, хотя и не всегда это оговариваем. 

Глава 1 
ОБОБЩЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

§ 1. Обобщенные функции и действия над ними 

1.1. Дифференцирование обобщенных функций. Через 
iS)^2)(Rn)ssssCo>(Rn) обозначается пространство пробных или 
основных кошьлекснознаяных функций ф (x)6C°° (R"), равных 
нулю при \x\>R, где /? может зависеть, от <$>. Сходимость в 3 ) 

определяется так: по определению, последовательность <РА-*Ф 
в 2), если 

1) Производные Ф ^ любого порядка а--»(а1 , . . . ,а-) равно
мерно на R* сходятся к ф<а- (х): V« 

Ф<аЧ*)-=>Ф(а) (•*)- # - R \ 
2) Для некоторого -/?, не зависящего от &, 

ФА(*)-=0 при | * | > # . 
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Через 2) / =® / (R / I ) обозначается множество всех линейных 
функционалов на .ф, непрерывных относительно введенной схо
димости в 3). В ЗУ' вводится слабая сходимость: по опреде
лению, последовательность uk(x)d£D' слабо сходится к и(х)£3)г 

при &-> со (ик-*и), если 
<иъф>-> <и,ф> ТФ6Я)- (1Л> 

&-+-оо 

П р и м е р 1.1 • Если u(x)eL\ot(R% то функционал от Фб-2> 
вида 

Й : Ф ^ Й ( Ф ) - = < и(х\ Ф(Х) ) ==J и (x)q>(x)dx (1.2) 

является элементом из iZ5'(Rn). 
О п р е д е л е н и е 1.1. Функционалы и^ЗЬ' называются 

обобщенными функциями или распределениями. 
Определим для иЬЗ)' по аналогии с (1.2) «скалярное про

изведение» 
<и{х)9 <р (*)>*—и (<р), ф€Д). (1.3)-

Отметим, что здесь и(х) —это просто символ, не обознача
ющий значения какой-либо функции и в точках х. Грубо го
воря, для обобщенной функции и «наблюдаемыми» величинами 
являются значения и(ц>) при cp£iZ>, а не и(х) при *GRn. Часто 
обобщенные функции будем называть просто функциями. 

П р и м е р 1.2. Знаменитая обобщенная 8-функция Дирака 
[44] определяется тождеством 

<6(*), Ф(*)>=Ф(0), <pea>(R«). (1.4> 
Иногда такая функция Ь(х) обозначается через Ьп{х)« 

Пример 1.1 показывает, что пространство «классических^ 
функций ^ ( R 7 1 ) естественно отображается в J2>'(RW). Оказы
вается, разным функциям u(x)eLl0C(Rn) соответствуют (по фор
муле (1*2)) разные функционалы и(<2)\ Поэтому отображение 
Lioc(R")-~>S)'(R/I), определяемое (1.2), является вложением, т. е. 
lioc(R") можно отождествить с подмножеством в 3)'(Чп) и счи
тать, что 

С другой стороны, оказывается [18], [37], что lioc(R*) не совпа
дает с 3)f(R% поскольку 8е2>', но • 6€£{0C(R*). Таким образом, 
3)'(Rn) —более широкое пространство, чем lio c (R*). 

Замечательно, что такое расширение пространства £{0С(НЯ) 
является з а м к н у т ы м относительно операции дифференциро-
вания: 
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Определение 1.2. Для любой обобщенной функции 
М(х) и любого мультииндекса а= (а15.. .,а„) производная 
dxU(x)=u{a)(x) определяется тождеством 

<й(*>(,х:), q>(jc)> - ( - l ) ' a J .<aW, Ф(а)(*)>/ Фе̂ >. (1.5) 
Оказывается [18], [37], Й<«) (х)е&>г при всех ие2)? и всех 

мультииндексах a——-(ai,. , . , ай), и оператор да:и^и^ (секвен
циально) непрерывен в 3)' относительно слабой сходимости (1.1). 
Для tt6C00(Rrt) производные да

хи(х) совпадают с обычными про
изводными в смысле классического анализа. Ввиду плотности 
€°° (Яп) в 2D'($% такое непрерывное продолжение оператора 
*д« на 3>f(Rn) единственно. 

Пример 1.3. Пусть %(х)—функция Хевисайда («ступень
ка»): 

/ ч f1' Х > 0 ' / 1 ЯЧ 

оо 

Тогда '<е'(«*)'Ф(*)> = — <6,Ф'> «—ГФ'(Л:)ЛХ —Ф<0), т. е. 

e , W = 6 W - (L7) 
Пример 1.4. Производные от 8(х): для (pG<Z)(R) 

<-'(*), Ф ( * ) > = - Ф ' ( 0 ) ; <6"(*)> Ф(Х)>=Ф , / (0 ) . (1.8) 
Чрезвычайно важную роль в приложениях играет следую

щая простая 
Формула д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я к у с о ч н о - г л а д -

ких функций. 
Пусть и(х)€С1 (R\{a}), где a6R; обозначим 

{д'(*)} = */'(*), хфа (1.9) 
— функцию, равную обычной производной от и(х) в тех точках 
JC€R, где она существует. Предположим, что существуют преде
лы w(a±0) и (хотя это и не обязательно) существуют пределы 
и'(а±0). 

Л е м м а 1.1. В смысле дифференцирования обобщенных 
функций 

• u'(x)={u'(x)}+h6(x—a), (1.10) 
где 

h=u(a+0)—u{a—0) 
— скачок функции и(х) в точке х=а. 
— Д о к а з а т е л ь с т в о . Для <p(x)6i£)(R,) 

. . . ' • ' • • • ' ° ° «я °° 

( U\ ф ) =,— ( К, ф' > = —- J Щ'йх= — j Йф'Ле - J Щ'йХ*** 
- о о —op a 

= —"ф|_оо—кф| ~Ч- \ a'<pdx=-=k<p(a)+ < {и'}. Ф > • 
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Пример 1.5. Из (1.10) легко вывести, что 9'(x)==6(x)—• 
это соответствует (1-7); | х \" = 26 (x); 

( -^ + ^)(в(х)-5-^)==б(л:); ( - ^ г + ^ £ Г ! _ = = б ( х ) > щ._£0. 

^ + ю 2 ) _ - _ — _ б ( х ) ) ^ 0 . (1.11) 
1.2. Замена переменных в обобщенных функциях. Пусть т^ 

^п и h : Rm-^Rn — гладкое отображение ранга п в каждой 
точке у б Rm. Тогда прообраз каждой точки хЩп есть гладкое 
подмногообразие Тх—Ьгх(х) в Rm размерности v=-га—п. На Гх 
имеется гладкая мера (ax(dy)r которая обладает таким свой
ством: для любой функции f(y)6C(Rm), равной нулю вне како
го-то (своего) ограниченного множества в R™, 

J /(У)dm4= U[f (У)<**№\ &** (1Л2) 

где dnx и dmy~- формы элемента объема на R" и Rm соответ
ственно. Такая мера легко строится [55]. Можно показать, что 

м-ад-^р (1 Л З) 
где av(dy) — евклидова v-мерная мера на Г., a G(y)—-n-мерный 
объем параллелепипеда, натянутого на векторы grad hx (у),,.. 
. . . . grad hn (у) (h (у) = (Л- (у), ...,hn {у))): 

-* (%,-•••• V 
|2Y/2. (1.14) 

Поскольку А имеет ранг /г в каждой точке j/gR17*, то Q(y)^0. 
Пример 1.6. Если т,==/г, то A:R^R"-— диффеоморфизм, 

Tx*?=hrl(x)--одна точка, сг0(Гх) == 1, а 

°<м>-1 . & . • • : % 1 <1Л6> 
— якобиан А в точке £/. 

Пример 1.7. Если га==-=1, то A=Ai(y), и grad А (у)-^ О 
при r/eRm. Тогда 

G(y) = |gradA(y)|. (1.16) 
Пример 1.8. Если /тг=3 и 71=2, то 0(j/)—|[grad&i(^) 

grad A2 (#)] | — модуль «векторного» произведения. 
Предложение 1.1. Пусть rank ^ —=/2. при VyeRm. 

Тогда отображение и(х)*-+u(h(y)) непрерывно действует из 
С (R72) в С (Rm) и продолжается до (секвенциально) непрерывного 
оператора из &)r (Rn) в &)'(R.m) относительно сходимости (1Л). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем u(x)QC (Rn); тогда из (1.12) 
получаем, что для Ф (у)6~25 (Rw) 
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•<Й(А(»)), ф(*/)> =lu(x)(^(p(y)a)x(dy)\drix== 

V Л V <я(#),Ф(х)>. (1.17) 

Здесь 

Ф(*)—|ф&')<М<ЭД- (1.18) 

Легко показать, что 
9(*)62><R*). (1.19) 

Например, можно разбить ф (у) в сумму функций с доста
точно малыми носителями и в каждом носителе выбрать коор
динаты уи ...,ут так, чтобы yk(x)=hk(x) при £ = 1 , . . . , я. По
этому отображение u(x)->u(h{y)) непрерывно на C(Rn) отно
сительности сходимости (1.1) и допускает замыкание по 
(секвенциальной) непрерывности на 2>'(kn). 

Из (1.17) замыканием по непрерывности получаем 
О п р е д е л е н и е 1.4. Для H(*)e55'(Rn) 

{u(h(y% чт-1и(х)*9(х)), Фб^(Е^). (U0) 
Пример L9. Если h:R^R" —диффеоморфизм, как в при

мере 1.6, то (p(x)=^(p(hr1(x))/G(hr1(x)), и 
< u(h (г/)), Ф (у) > _ < и(х), J g ; ; g » ) . (1.21) 

З а м е ч а н и е 1.1.. Условие, что h(y) имеет ранг п в каждой 
точке ygRm, не является необходимым для того, чтобы супер
позиция u(h(y)) имела смысл. Условие <te3)(Rn) из (1.19) может 
выполняться для всех Фб^>^от) при некоторых h (у), не всюду 
имеющих .ранг т. Кроме *того, условие ФбЖ (R*) также не яв
ляется обязательным. Грубо говоря, функция <f(x) должна быть 
гладкой лишь в тех точках х0, где и(х) имеет особенности, 
и отображение k(y) должно иметь ранг п лишь в точках 
у0=Нг1(х0). 

П р и м е р 1.10. Если h(у)вС°°(Rm) и gmdh(y)^0 при y£Rm, 
то, по определению (1-17) и ввиду (1Л6), для (f>e2)(Rm) 

<М*(0).ФШ - <М*). Ф(Х)> =Ф(0) = ^ Ф , ^ Г ( У ' <L22) 

<г« 
где r 0 =r 1 (0)={y6R / " :A(r / )=0}. 

Например, для .А (г/) == | г/12 — со2, co6R\0, 

.<М1.0 | 2 -^ .ФШ - J *{%~\Ш- <L23) 

W H © I 
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Заметим, что правая часть формулы (1.22) имеет смысл для 
любых <реС (Го), если выполняется gradА (у) -^О при уфО% //t>2, в 

1тт£Шт<™ YR>0; го=={^Г0: |у|</?}, (1.24) 

Определение 1.4. При условии (1.24) определим 6i(A(j/)) 
по формуле (1.22) считая, что oOT»i ({0})==0, если 06Г0. 

Пример 1.11. Если h(y)^y{+ •- - +^1—1/1+1 — .- - —У^— 
невырожденная квадратичная форма, то grad А (у) *=* О при у==0б 
6Г0. Однако условие (1.24) выполняется при пг>3. 

Отметим, что из определения (1.22) вытекает формула 
b(a(y)h(y)) = ^6(h(y))r (1-25) 

если a(z/)£C°°(Rm) и а(у)фО при уШт. 
З а м е ч а н и е 1.2. Условие (1.24) дает возможность опре« 

делить 8x{h(y))9 но не пригодно для определения u(h(y)) с 
произвольной функцией иЬ$)г(Щ. Для каждой конкретной 
функции u$2D' можно найти свои условия типа (1.24) на h{y)Y 
при которых u(h(y)) имеет смысл и в каком-либо смысле не
прерывно зависит от отображения h из рассматриваемого клас
са. Например, обобщенная функция 6*(Л(у)), определяемая 
формулой (1.22), непрерывно зависит от к(-)£Сг{1!(т) в классе 
функций h(y), для которых grad/i(y)-#0 при у€Г0. 

Отметим, что выражение (1.22) совпадает с результатом 
«обычного» формального интегрирования с б-функцией как инте
грирования по мере 6(A)dA-==6(o)(dA), сосредоточенной в точке 
А==0. А именно, выберем в окрестности поверхности Г0 коорди
наты {h(y),y% где #'—локальные координаты на Г0. Это воз
можно, если grad A (#)=?--= О при #еГ0, и А (у)£Сг (Г0). Тогда dmy~* 
s fgxTdkty)] ' и П0ЭТ0МУ Формально 

J б (А 00) Ф (у) dy~* J ( | б (А) Ф (A, П<й) Т Й Й Й Г " 
_ f ф(0» y')Om-ddy') /1 96V 

.—J | grad Л (у) | * v* ' 
Го 

Пример 1.12. Пусть отображение h :R2 {to} R--проекция.; 
ЦуъУд=Ух' Тогда для ve-_(R-) 

00 

< 61 G/1), Ф (у) > — < 61 (x), Ф (.к) > -=9(0)..= J Ф (0, J/2) dyv (1.27) 
— оо 

Аналогично, 
оо 

,<6i0/2),9(i/)>= ]<P(yuO)dyi> (L28) 
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Пример 1ЛЗ. Пусть /га = я, и x=k(y)r=y-—z~~-CKBm на 
щектор zfcRn. Тогда, согласно (1.21), 

{u(y~z),<p(y))~ (u(x),<?(x + z)). (1.29) 
В частности, 

<в(У-г) ,Ф(у)>-Ф(«) , Ф6^ (Г ) . (1.30) 
Замечание 1.3. Из (1.30) видно," что б (у—z) формально 

есть интегральное ядро единичного оператора в £D(Rn). Именно 
поэтому Дирак в 1927 г. обозначил такую «функцию» буквой б, 
по аналогии с б-символом Кронекера б -;-, который является 
матрицей единичного оператора в R^: 2б-уф;-===фг для 

N j 

^^(Фх* .»м флг)бК > аналогично (1.30) (см. [44]). 
Пример 1.14. Если x = h(y)~*ay, где agR\0, то для 

< й ( е д ) . Ф ( Й > - ^ < я ( л ) , ф ( - 5 - ) > . (1.31) 
В частности, 

( 8п(ау), Ф(у) > ^ ^ ф ( 0 ) _ > б 4 о д ) - - ^ б „ (у). (1.32) 

Таким образом, 6п(у) —положительно однородная обобщенная 
функция порядка — пи 6п(у) — четная функция. 

Пример 1.15. Если x=h(y)=Cy, где C^QL^(n) — невы
рожденная вещественная матрица, то обозначим ис(у)=и(Су): 

< йс(у), Ф(У) > = < я (С#), Ф(у) ) = у ^ щ < я (-*), Ф(СЧк) >. (1.33) 
В частности, если | det С\ = 1, то 

( вя(Су), ЧРСВГ) > = <Р(0)^бп(Су)^8п(У)> (1-34) 
Следовательно, например, 6Л(#.) инварианта относительно враще
ний СвО(п) и относительно преобразований Лоренца (сохра
няющих квадратичную форму у\«~у\—...—yl). 

L3. Носитель обобщенной функции. Для функции Ф (х)в 
G£D(Rn) ее носителем называется замыкание множества тех 
x£Rn, где ф(х)=^=0: 

sllppФ={x6R;г:Ф(x)^=0}. (1.35) 
Очевидно, зиррф—компакт. Для открытой Збласти QaRn обоз
начим ®(^)--Co0(Q)={Фe^(Rд):suppфcQ}. По определению, 
ФЙ„^.Ф, если Ф^-^^Ф и snpp <pkcK, где К—компакт в Q, не 
зависящий от k. Вложение W(Q)с2>(Щ непрерывно, а двойст
венное отображение 2)'(Rn)^2)f (Q) по определению есть опе
рация ограничения обобщенных функций и (х) на открытое 
множество Q:U>-+U\Q. Подробнее, 
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• <й |о ,ф>о .—<и,<р> , Фед>(о), (1.36) 
где < •» • ) о—двойственность между 2b'(Q) и SD(Q). 

О п р е д е л е н и е 1.5. Для и, v£2)'(Rn) скажем, что «(•*) = 
= v(x) при x6Q, если и|в==п |Q9 Т. е. 

( й, Ф ) = < о, Ф > , Ф6^ (Q). (1.37) 
П р е д л о ж е н и е 1.2. ([18], [37[, [65]). Если {Q-}-—любое 

семейство открытых множеств Q-cR7* и и|о =0V£J то м|а==0, 
где-Qr-? U—V 

Следовательно, существует максимальная область Q(a)c: 
cR?, на которой и(х) = 0. А именно, 

Q(a)— U Q-. 
Й:и|а—0 

О п р е д е л е н и е 1,6. Для uQ2Dr(Rn) носителем называется 
множество 

supptt—^R^XQ^). (L38) 
Если supp tic К, где К — множество в R", то говорят, что 

и сосредоточена на i<". Обозначим ^ ^ { ^ ^ ( R ^ ^ u p p a c z A T } . 
Если К замкнуто в R", то £D'K—замкнутое подпространство в 
iZ5' и сходимость в 3)к по определению совпадает со сходимо
стью в 3)!. _ 

Пример 1.16. suppe(x)=R+, где R+-==={jceR:x>0}, 
suppS(x—a) = supp6(a)|(x--a)—{a}, aeR*. (1.39) 

Очевидно, supp и—замкнутое множество. Для &6„Z>(RW) 
носители (1.35) и (1.38) совпадают. 

О п р е д е л е н и е 1.7. Через <g>/=^/(Rn) обозначается 
пространство распределений и [x)G2)' (Rw), имеющих компактный 

#' 2)' 
носитель (см. [18], [37]). По определению, ай->а, если ^ - > Й Й 
s u p p l e Л , г дел—компакт в Rtt, не зависящий от А. Распре
деления а (х)б< '̂ (R") называются финитными. 

Для и{х)Ъ&' скалярное произведение (1.3) можно опреде
лить при всех 9(x)€C00(Rn) и даже при cp(x)GC°° (Q), гладких 
в какой-либо окрестности Q множества supp a. А именно, нуж
но взять «срезающую» функцию я|з(х) 655 (Q), равную 1 в неко
торой окрестности множества supp и, и положить 

<и(х), <р (*)> = <«(*), ф.(*)<р(*)>, (1.40) 
где г|)(*)ф(х)=0 при x6Rn\£l Здесь ^(x)(p{x)eS>(Rn) и опре
деление (1.40) не зависит от выбора функции ^(х) с указан
ными свойствами. Легко показать, что &'—двойственное про
странство к <^s=C°°(Rn). 
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Л е м м а 1.2 ([18], [72]). Если u*g'(Rn) и supp „ = ТС, то 
для Ve>0 при некотором целом т справедлива Оценка 

}\Ли,ч>\<СЫс{т)(^№Сг(Я% (1,41) 
где через К& обозначается е-окрестность множества К* 

Число т (наименьшее) называется (точным) порядком обоб
щенной функции и. Например, для д(х) порядок /га=0, для 
б(а)(х) порядок т=\ а |. 

00 

П р и м е р 1.17. Ряд Й (х) = ^ 6 (л (я — у), jcgR, сходится в 
'7--0 

'3)'(R)i но supptt—не компакт, и порядок # равен оо (т. е. не 
является конечным). 

Из леммы 1.2 легко выводится 
Следствие 1.1. (£18], [37]). Если и£3)'(R*) и suppa=~ 

={а)—одна точка aGRn
r то 

й(-*) = 2 С<*б(£Х) (*--<*) 
|а|<яг 

при некоторых т<оо и СавС (ср. (1.39)). 
Обобщим определение (1.40). 
Определение 1.8. Если u(x)6£)'(Rn) и ф(х)е<̂ ==г 

= С00 (Rn), причем ./<—== supp wflsupp ф — orpаниченное множе
ство в Rn, то положим 

<и(х), <р(*)> = <и(*), i|>(*)<p(*)>. (1А2У 
где y$(x)£2)(Rn) и tf(x)==l в некоторой окрестности множест
ва К* 

Определение (1.42) очевидно не зависит от выбора функции 
$(х) с указанными свойствами. 

1.4. Сингулярный носитель обобщенных функций. Аналогич
но supp и определяется сингулярный носитель обобщенной 
функции и(х)вЗ)'(Кп): 

sing supp u=Rn\Q°° (и)j 
где Q»(a)=* U Q (1.43) 

Q:a|agC°°(fl) 

-максимальная область, на которой йбС00. 
Для замкнутого множества KczRn обозначим 3)rSK=* 

^{u^3>f (JRn):sixxgs\x^uc:K} или иными словами 2)'SK = 
={ие&>':u\Rn вС™(Rn\K)}. По определению ит—-#, если 
ит + и и 

. C°°(Rn\K) 

З а м е ч а н и е 1.4. Если sing supp uaK, где KczRn, то под
становка иЦк^у)) имеет смысл при меньших ограничениях на h9 
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чем выше. А именно, при определении u{h(y)) достаточно по
требовать, чтобы отображение ЫС(Кт, ^n){\C00{hrl(Q)i Q) и 
rank —щ~ = п лишь в точках yGh~l(Q), где Q —какая-либо 
окрестность множества Я". При этом отображение и(х)++ u{h{y)) 
непрерывно как отображение 3)rSK-^3)r{Ят)^ Поэтому если 
их(х) —непрерывная функция от параметра ЯбС со значениями 
в SD'SK, ТО uK(h(y)) также непрерывная функция от %£С со зна
чениями в £D'(Rm). To же относится к дифференцируемым, голо
морфным, мероморфным функциям от параметра (см. [(18]). 

Пример . 1.18. Пусть и(х)^8х{х)у ВД = |г/|2—i?2 при 
j/SR". i?6R, ЯФО. Тогда из (1.20), (1.18), (1.16) и (1.13) полу
чаем, что 

Отметим, что grad {\у\2—R2) = 0 при #=0, поэтому и(\у\2—R2) 
имеет смысл не при всех u§2)'(Rn). 

1.5. Свертка обобщенных функций. Для функций и, v62>(Rn) 
ЗЙХ сверткой называется функция 

(u*v)(х) = J и(х—у)v(у)dy*=\u(z)v{x—z)dz, xeRn. (1.45) 

Свойства свертки основных функций. 
1) Из (1.45) следует, что свертка коммутативна, билинейна 

я ассоциативна: для я, v, we2> (Rn) иа,р(<С 
№(av + $w) = au*v + $a*w, u*v<F=*vm, (tt*v)*w—№(v*w). (1.46) 

2) Главные свойства свертки—-это формулы сдвига и диф
ференцирования: для #, v&b 

Ta(UW)zs*(Tatt)*V===U*TaVi 
где Таи{х) = и(х + а), agR", 

dx(u*v)^(d%u)*v^u*dxV, а—-(ах, . . , , ал). (1.47) 
3) Носитель свертки содержится в алгебраической сумме но

сителей: 
supp(u*v) czsupp Hi+supp vtm {х—г+уШ*1: zGsupp Щ 

f/-suppu}. (1.48) 
4) Отображение (и, v) w* u*v непрерывно как отображение 

Свертка обобщенных функций определяется замыканием по 
непрерывности свертки основных функций. 

Напомним [65], что прямое произведение обобщенных 
функций и(г)вЮ'(Кп) и t/(x/)-<Z>'(Rm) определяется как функци
онал иXv, который на основные функции вида <f(z)$(y) 
действует по формуле 
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<uXv, ф(гИО/)> = <а, ф><Р,д|)>, (p£2)(Rn), ^е2){Жт). (1.49) 
П р е д л о ж е н и е 1.3 ([65]). Для Vu&P'(Rn) KYv£S)'(Rm} 

существует единственное распределение wXtj6<2)/(RnxRw)r 
удовлетворяющее тождеству (1.49). Отображение (и, v) *-+ иХ 
Xv непрерывно как отображение _9'!(Rn) X ^ / ( R w ) - ^ ^ / ( R n X 
XRm)« При этом 

supp wXf = supp aXsupp v. (1.50) 
Чтобы замкнуть операцию свертки на распределения, заме

тим, что из (1.45) вытекает тождество: для и, o6^5(Rn) и 
<pe^(Rn) 

( u*v, Ф ) = j J и (х — y)v (у)чр (х) dxdy= 
= {u(z)Xv(tj)9<f(t/+z)). (1.51) 

Последнему выражению можно придать смысл при и, ve<2)' (Rn) 
для фбв25(R7г) с помощью определения 1.8, если 

У<р$3){Кп) множество Bqi^s\xpp(uXv)(]snpp((p(y~{-z)) 
ограничено в R2n. (1.52) 

В силу (1.50) это условие эквивалентно следующему усло
вию на множества U = snppu и V=suppv: 

• Vi?>0 множество BRZEE(UXV)(}{(Z, y)ZR2n : \y+z\<R} 
ограничено в R2n. (L52') 

О п р е д е л е н и е 1.9 ([65]). Если и, vG&'(Rn) и множе
ства C/=supp„ и V=suppy удовлетворяют условию (1.52'), то 
свертка и* v определяется тождеством 

<u*v, Ф> = <и(2)Х^Ы, <p(-+jf)>,.$€2>(Rft), (1.53) 
где правая часть определена согласно (1.42). 

П р и м е р 1.19. supp б (х) -={0}, так что свертка 8*и опре
делена для YuQg>'(R.n), и 
<fi*u, y> = <8(z)Xti(y), (p(z+y)> = <iu(y)i <(p(y))=^8*u = u. (1.54) 

Условие (1.5*2)" эквивалентно следующему, более наглядному 
геометрически: 

для VK>0, (x—U)[]VczDR при \x\<R, (1.527') 
где DR — некоторое ограниченное множество в Rn. 

Условия(1.52"), (1.52') выполняются, в частности, в следу
ющих практически важных случаях: 

1) Если U или V — ограниченное множество 
2) Если UczK и VczK, где /С— (выпуклый) конус в Rn, не 

содержащий прямых. Под конусом здесь (и всюду ниже) пони
мается множество TCc-R",-для которого К+Кс:К и tKczK при 
Vi>0. 

3) Если UczKR и VcriC- при некотором i?>0, где /Св обознаг 
чает ./^-окрестность конуса К, не содержащего прямых. 
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4) Если U — асимптотически времениподобное множество-,, 
т. е. для некоторого (большого) R>0 справедливо неравенство 
-|.*i.|>Y|*'| при xW, \x\>R, где у>1, дс'аз (х2,..., *«), а У — 
асимптотически пространственноподобное множество, т. е, 
|*i'|^|;c*| при xfV, \x\>R. (Например, если t/={(i, x)6R4 : 
ix—x(t)}, где \x(t)\<\, т. е. (/, x(t)) —времениподобная кри
вая, а V — световой конус t2= \x\2.) 

З а м е ч а н и е 1.5. Если множества £/, V удовлетворяют 
условию (1.52'), то их Я-окрестности Е/л, VR при Vi?>0 и их 
сдвиги •£/+а1 и V+a2 при Vab а2Шп очевидно, также удовлет
воряют этому условию. 

Лемма 1.3 ([65]). Пусть множества £/, УаЖп удовлетво
ряют условию (1.520- (1-52"). Тогда для и, vdSDuX&v свертка 
mvQSD'u+v И отображение (u,v)*-+u*v непрерывно в этих про
странствах. Для этой свертки справедливы все формулы (1.47) 
и (1.48); формулы (1.46) также справедливы, если все входящие 
в них свертки определены. 

Пример 1.20. Из (1.54) и (1.47) вытекает, что для 
u£2)r (Rn) 

6<а>*й==<}£ (6*и)«=д£а(.х), Va—(alf . . . , ап). (1.55) 
Поэтому оператор Р(дх) из (0.1) -является оператором свертки 
с ядром 

РС^Р8= ^рад$8(х): 
Ia|<m 

Рс*и={РЬ)*и=Р фш)=Ри, и^2)г (R*). (Ь56) 
Определение 1.10 ([12]). Если К—конус в R", не содер

жащий прямых, то 3){К) обозначает множество распределений 
и(х)£2)'(Rn), у которых suppacX/? при f некотором JR>0 

(KR — ЭТО ^-окрестность множества К); uk—>и, если uk-+u и 
и s u p p l e KR для V£ при некотором i?>0, независящем от k. 

Как отмечалось выше, для и, ъв&>к# свертка определена, 
поэтому из леммы 1.3 вытекает 

Следствие 1.2. Пространства &'(Rn) и 3){к) являются 
алгебрами с единицей б (л) (см. (1.54)) отндсительно свертки, 
коммутативными и ассоциативными, если К —-конус в R*, не 
содержащий прямых. Свертка (секвенциально) непрерывна на 
%'Х&' и на Ю\к)ХЗ>'{кУ 

Л е м м а 1.4. Если и{х)Ь&)' (или # ' ) , а v^3> (или # ) , то 
u*v§C°°(lKn)> причем 

(u*v)(x)=;<u{x—y)rv{y)>~<u(y),v(x-y)>. (1.57) 
Это равенство вытекает из (1.45) *в силу непрерывности 

свертки. Из него легко получить, что u*vBC°°(Rn). 
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Покажем, что когда свертка определена, т. е. при условии 
(1.52), справедливо включение 

singsuppmvcisiiigsnpptt+singsnppv. (1.58) 
Действительно, для Ve> 0 существует разбиение и =#8+#e 

и о.*=г?в+ 8̂» Г д е suPP^e и supp7j8 лежат в е-окрестностях 
sing supp # и sing supp а соответственно, a uz, v'fiC™ (Rn). Тогда 
ию^и^г+ит

ь*ьъ^иг*ъ[+и'г*ю'г. По лемме 1.4, здесь все сла
гаемые, кроме первого, принадлежат C°°(Rn). Остается учесть, 
что suppa8*zj8csupp#e-f-supple согласно (1.48), т.е. _иррй8#я8 
лркит в 2е-окрестности множества sing supp и + sing supp v, 
a s > 0 произвольно. '•• 

Отметим, что в правой части (1.48) и (1.58) сумма множеств 
является пустым множеством, если одно из слагаемых пусто. 
При этом левая часть — также пустое множество. 

1.6. Граничные значения аналитических функций. Пусть Q — 
выпуклое открытое множество в Rn и пусть f(x+iy) аналитич-
на по z=x+iy в «трубчатой» области T0===Rn+£Q. Рассмотрим 
распределения 

fy(x)=:f(x-hiy) £2)'(ЦХ") при YydQ. (1.59) 
Предположим, что для каждого открытого конуса Kc:Rn такого 
что Кй= {у$К : | у\ <6}czQ при некотором 6>0, 

I / (x+iy) | < - ^ - при у£К\ где с (х)еС (R*), (1.60) 

v6R, и с(х) могут зависеть от выбора конуса К и б>0. 
Л е м м а 1.5 (ср. [12], [62]). При условии (1.60) распреде

ления (L59) имеют предел при #->0, уЩ, в смысле слабой схо
димости в 3>гЩп): для УуШ 

feAx)^f(x + isy)—+f (x + i0y)e®> (R% (1.61) 

причем предельная (обобщенная) функция f0(x)==f{x+iQy) 
не зависит от y6Q. 

Пример 1.21. Функция /(г)=^-, £бС\0, имеет пределы 
на R сверху и снизу: 

^ - 0 - т Ь г = у - Р- г ± я'6 <*)• < L 6 2 > 
где v. р. ——главное значение по Коиш (см. [18], [37] и фор
мулу (2.57) главы 3). 

Пример. 1,22. Функция / ( | 0 , Q — - J _ - , g0GC, ggC*, 
—Eo + ISI 

аналитична при | Im \ | < | Im |01 и 
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(6. ± 1*У +111- ~ £ - (6 . ± -°)2 +1Б I* '•' eo6R ' §€R*' (1*63) 
e-**0+ 

Аналогично, 
1 1 

-ugo+i8)+i6i%^^ao+io)+ig(^ 
i i (1.64) 

^B-одномерном случае, когда / г » ! и Q==R+, лемма доказы
вается так: первообразная / ( " т ) (г) от /(2;) порядка 
tn=[v] + 1 будет непрерывна в полуплоскости Im z > 0. Поэтому 
^ ^ ( x + i s )—*/ ( ~ W ) ( JC) з C(R) и тем более в iZ)'(R). Но 

8-ь0+ 
оператор *-т-%г (секвенциально) непрерывен в ™9'(R)» Поэтому 

z=f(x + i0)e2)r(R). (1.65) 
Б общем случае произвольного п^1 можно сделать в Rn линей
ную замену переменных так, чтобы в новых координатах у= 
-=-(1, 0 , . . . , 0), область хх^07..'., хп^0 содержалась в конусе 
К. Тогда f(z) аналитична по z при lmzi>0, . . . , 1тг:п>0, 
|г |<бь Для доказательства остается провести рассуждение 
(1.65) по переменной хх вместо х при фиксированных осталь
ных переменных х%^.,., хп. При этом первообразные можно вы
бирать из условия f{-m) (t6i/2, x2 , . . . , хп) = 0. 

Определение 1.11. При условиях леммы 1.5, функция 
fo(x) называется граничным значением аналитической функции 
f(x+i#) в rQ, a f(x+iy) —аналитическим продолжением обоб
щенной функции f(x) в область TQ. Введем обозначение 

'/0-)lR«-/o<*)- (1-66) 
1.7. Пространство умеренных распределений. Введем новые 

классы основных и обобщенных функций. 
Определение 1.12. Пространство Шварца быстро убы

вающих функций S==S(Rn) состоит из комплекснозначных 
функций ф(х)€С00(Кп), для которых при Va=- '{щ9..., On) и 
VJV>0 

|<p|«.*«sup (1 + |*|)"\д$ч>(х)\<сю. (1.67) 

Последовательность <fk(iS сходится к Фб5 в пространстве 
•• - , • - $ ' " 5 (Фл->ф), если для Va, TV выполняется условие 

• .| q>* — ф|а.ЛГ-*0 При &-> оо. 
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Через S'(Rn) обозначается, как обычно, пространство линей
ных непрерывных функционалов на S(Rn). Функционалы 
•wGS'(Rn) называются умеренно растущими или просто уме
ренными обобщенными функциями (или распределениями). 

Очевидно, ^5(Rn)c:S(Rn)—непрерывное вложение, и 
3) (Rn) всюду плотно в S(Rn). Поэтому двойственное отображе
ние S'(Rn)c:_5'(Rn) также является непрерывным вложением 
(относительно слабой сходимости). Легко показать также, что* 
g'{Rn)czSr(Rn). Итак, S'==S'(R") — подмножество в ^>'(Rn). 
Легко показать, что $(Rn) всюду плотно в S'(Rn). 

Очевидно, 6(x)6S' и 6a(x)eS' при Va; e*$S't но ^cos^-^ 
«.(sin<5*)'€S'. 

Поскольку в 2)'(Rn) имеются операции дифференцирования, 
свертки и т. п., они определены и на S ,(Rn)cu25 /(Rn). 
При некоторых условиях они не выводят за рамки S'(Rn). 

Например дх
а: S ,(Rn)->5 ,(Rn) —непрерывный оператор при 

Va, поскольку он является сопряженным к непрерывному опе
ратору (—дх)а: S(Rn)-+S(Rn). 

Оператор и(х) --> g(х)и(х) непрерывен в S'(Rn), если для 
Va 

\g(a)(x)\^ca(l + \x\)p", xmn (1.68> 
при некоторых са, AcGR. Это выводится из непрерывности опера-
тора ф *-+g<p в S(Rn) при условии (1.68). Оказывается [15] 
условие (1.68) также необходимо для непрерывности оператора. 
умножения на g(x) в S'(Rn) (и в S(Rn)). 

Условие (1.68) выполняется например, для любого многочле
на g(x). Поэтому умножение на произвольный многочлен — 
непрерывная операция в S'(Rn) и в S(Rny. 

Обозначим для Yk, N=0, 1, 2 , . . . 

ll<Plk-V = 2 I Ф I «.AT- " (1.69} 
\a\<k 

Аналогично лемме 1.2, доказывается 
Лемма 1.6. Для Vu(x)eS/(Rn) при некоторых С , щ iV< oo 

выполняется оценка 
I < и, Ф ) | < С || Ф | | м , Ф65(R*). (1.70) 

П р и м е р ы 1.22. 1) Если и(х)еС (Щ или и {x)&Ll™ (R*), и 
при некоторых Сир 

\u(x)\<C(l+\x\y, xeR*, (1.71) 
то aeS'(Rn), где а — функционал вида (1.2). 

2) Если и (х)бйос (R71) и при некотором N > 0 

J«-<--<->- < № > 
Tou(x)eS'(Rn). 
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З а м е ч а н и е 1.6. Предположим, что функция с(х) в (1.60) 
допускает Оценку вида 

\с(х)\^С(\+\х\)*9 JCGR- (1.73)\ 
Тогда, как видно из доказательства леммы 1.5, предельная: 
функция в (1.61) принадлежит S',(Rn), и сходимость в (1.61) — 
это слабая сходимость в Sf (Rn). 

§ 2. Фундаментальные решения дифференциальных уравнений 

2.1. Фундаментальные решения. 
О п р е д е л е н и е 2Л. Фундаментальным решением диффе

ренциального оператора Р(дх) и уравнения (0.1) называется: 
распределение &(x)G<b'(Rn), для которого 

P(dx)&{x)~8(x), xdR\ (2.1) 
Примеры фундаментальных решений для обыкновенных: 

уравнений приведены в (1.11). Решения уравнения (0.1) с про
извольной правой частью f(x) выражаются при помощи сверт
ки с фундаментальными решениями оператора Р(дх). 

П р е д л о ж е н и е 2.1. 1) Если решение и(х) уравнения: 
(0.1) принадлежит <T'(Rn), то также /(x)e<r7(Rn), и 

u(x)=&*f(x). (2.2) 

2) Если правая часть f(x) уравнения (0.1) принадлежит* 
$'(Rn), то функция (2.2) является его (частным) решением. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Если «€<§", то из (0.1) вытекает,. 
что 

<Г*Ра==<Г*/. (2.3) 
НО &*Ри = Р<§'*и = 8*и=и согласно (1.47). Поэтому из (2.3) 
вытекает (2.2). 2) Если \Ш, то для функции (2.2), ввиду (2.1),. 
получаем 

ра-=р<Г^/ = б*/=/. (2.4) 
Предложение 2.1 означает, что Оператор <S* : f »-> &*f яв

ляется левым обратным к Оператору Р на области определения 
<^'(Rn) и правым обратным к Р на Области определения: 
P-W = {ue&' :Ри№'1}. 

Построение и изучение свойств различных фундаментальных. 
решений дифференциальных операторов является одной из 
главных задач теории дифференциальных уравнений с постоян
ными коэффициентами. 

В § 1 главы 3 будет доказана 
Т е о р е м а 2.1 ([18], [37], [46], [58]). Любой дифференци

альный Оператор Р(дх) имеет фундаментальное решение <§f(x)€' 
•€0'(Rn), если только РфО, 

Существенно труднее доказывается 
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Т е о р е м а 2.2 ([4], [5], [52], [57]). Любой оператор 
Р(дх)Ф0 имеет умеренное фундаментальное решение &{х), 
y„e.&(x)ZS'(Rn). 

Фундаментальное решение неединственно, т. к. к нему мож
но прибавить любое решение однородного уравнения. Эту не
единственность иногда' удается использовать для того, чтобы 
получать решения по формуле (2.2) при различных условиях 
на носитель правой части f(x). Нужно лишь подобрать <§{%) 
так, чтобы множества C/=supp^r, и F=stippf удовлетворяли 
условию (1.52'). 

Тогда свертка <g*f определена, и функция w=^T#f является 
решением уравнения (0.1), что вытекает из (2.4). Таким обра
зом, мы получаем следующее обобщение предложения 2.1: 

П р е д л о ж е н и е 2.2. 1) Пусть и(х) —решение уравнения 
(0.1), а &{х) —-некоторое фундаментальное решение оператора 
Р(дх), я множества £/=supp<f? и V-=suppu удовлетворяют 
условию (1.52'). Тогда данное решение ц выражается форму
лой (2.2). 2) Если /7=supp^ и V=suppf удовлетворяют усло
вию (1.527), то C/=^*f является частным решением уравнения 
10.1). 

2.2. Примеры фундаментальных решений. 
! П р и м е р 2 1. Для нахождения решения уравнения 

(^+x)*w-/<'). m, (2.5) 
ло формуле (2.2) в случае, когда f(t)=0 при ^ 0 , нужно брать 
^фундаментальное решение 

8±(t)=*±Q(±t)<rxt, *€R. (2.5') 
Зти фундаментальные решения называются запаздывающим 
(ё,+) и опережающим (&~). Это связано с тем, что в случае 

/GJZ>(R) свертка S'+^f=u+, согласно (1.57), выражается форму
лой 

tt*{t)^$4f{i)^l$+{t--%)f{>t)dT> ^R, (2.5") 
—оо 

зависит лишь от /(тг) при r<tf, a 
оо 

tr(t)=*&-*f (t)=§&-{i-%)f(T)dx, teR, (2.5W) 

•зависит лишь от /(т) при t>t. Соответственно, решения (2.5") 
и (2.5"') называются запаздывающим и опережающим потен
циалом. 

П р и м е р 2.2. Аналогично, для волнового уравнения в R\ 

№=-(-—- - в2л) И (х, t)=/ (х, t), i6R> xeRk; a > 0, (2.6) 
348 



запаздывающие и опережающие фундаментальные решения [12 J 
соответственно имеют вид ([14]): 

Эти фундаментальные решения Даламбера (А = 1),' Пуассона 
(А—2) и Кирхгофа (&----* 3) будут получены в главе 4; они позво
ляют находить решения уравнения Ou—fi(x, t) по формуле (2.2)» 
в случаях, когда /==0 при ^ 0 соответственно. 

Пример 2.3* Для уравнения Клейна—Гордона в R* Л 
' (n+m$u{x+tf^f{x,i)% *6R, x№k; nt0>0> (2.7> 

запаздывающие и опережающие фундаментальные решения при 
А—1, 2, 3 соответственно имеют вид [6], [14], [62] (переходящий 
в (2.60 при т0-+0): 

yi--e ( ±f | х | )л («о / M ? D ' <2J'> 

• ^.i/i9(^H,|)i——-—M= 

.*$ —е(-*> вff̂ \2 I-rm m0e(±^^u]) у ч т ° " И / 2 ^ Ш ; t 
Пример 2.4. Для уравнения теплопроводности (диффузии} 

^- -а?д)а ( .х , t)==f(x,t), Ш, xeRk\ a>0 , (2.8) 

запаздывающее фундаментальное решение имеет вид гауссовского 
распределения [15], [55] 

с дисперсией ~aVt ъ момент времени tf>0. 
Пример 2.5. Уравнение Шрёдингера 

( А _ г ^ д ) ф ( х , t)=~f{x,t), /6R, x€Rft; a>0 , (2.9) 
имеет запаздывающее и опережающее фундаментальные решение 
вида, аналогичного (2.80 [55]: 
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Пример 2.6. Уравнение Лапласа в R* 
Au(x)=f(x): JC6RV (2.10) 

дамеет фундаментальные решения [14J 
1 1 

(д—2)0Л 
я=£2, 

1 / 1 о (2.100 

лгде .0л-~ площадь сферы \х\ = 1 вКп. В частности, S"i(x)^^~. 
Пример 2.7. Уравнение Гельмголъца 

ч (Л+ш2)й(х)--=/(х), *6R*, со>0, (2.11) 
получается из волнового уравнения (2.6) при подстановке 
и (А:, *.)=и (х) еш и / (JC, t) = / (JC) £^*# Его фундаментальные 
решения при й = 1 , 2, 3 соответственно имеют вид 

55"r ^2 = <_?? = 
i . А/Ш ^ ЯГ (4*1) 

х д е #J1} — функция Ханкеля [41], [71]. 
Эти фундаментальные решения позволяют находить по фор

м у л е (2.2) предельную амплитуду и(х) решения и(х, t) по ам
плитуде f (х) внешних источников f(x,t) (сил, давления, то
к о в и пр.)> При этом свертка с <8t дает предельную амплитуду 
st^ (л) расходящейся волны, а с &1~ амйлитуду vr(x) сходя
щейся волны. Дело в том, что решение уравнения (2.11) He-
единственно, и для однозначного определения решения требует
с я задание «краевых условий» при |*|-*юо. Амплитуда и+(х) 
^удовлетворяет условию Зоммерфельда отсутствия излучения 
( и з бесконечности) и соответствует волне, излучаемой источни
ком: с плотностью f\x). Напротив, и~(х) соответствует волне, 
приходящей из бесконечности и поглощаемой средой с интен
сивностью поглотителей fix). Подробности читатель найдет в 
Д8Д, [22], [36]. 

Все фундаментальные решения (2.6'), (2.7'), (2.10т), (2.1 Г) 
б у д у т получены единым методом в главе 4 (относительно фун
даментальных решений (2.8') и (2.9') см. [14], [55]). 

2.3, Распространение волн. По формуле (2.2) можно найти 
частное решение уравнения (2.6) при / (х, tf)6Co° (R**1). А именно, 
к з (2.6') и (2.2) получаем частное решение уравнения (2.6) в 
в и д е (1.57): 

и£(х9 * ) - < 9£(х-у, * - * ) , / & т) > . (2.12) 
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Отсюда при & = 1 
t 

- | ( л , Щ ( j f(y,x)dy\dx; (2.120 
-оо \\у— x\<a(t—х) 

л на логично, при k = 2 

< ( х , 0 = ~ ( ( [ г f(y'*Uy =\dx; (2.120 
—ею \|^-лг|<а(<-х) г ч J ' • ' / 

и при £ = 3 

-оо\|0-*|-а(*-т) 7 
Замечание 2Л. 1) Обозначим #+=-={(х, *)6R*+1: | х | < а*}> 

и ®?=supp/(x, £). Тогда, согласно (1.48), для решений (2.12') — 
<2.12'"), очевидно, supp*£c2> + GV поскольку s u p p ^ c ^ + - Но 
„5+б4" пересекается с каждой плоскостью t = t0 в R*+1 по мно
жеству диаметра <d+<tf0, где rf —диаметр области 3). Следо
вательно, гг^(х, tf0)=-0 при | х|>.const+ а/0, т. е. «волна» ti£(x91) 
имеет резкий передний фронт и распространяется со скоростью 
<а. 

С другой стороны, при £-=3 на самом д р е supp̂ +ciQ*—— 
е:<?#*\гтак что suppu*c^? + Q+. H o ^ + #+ представляет со
бой «раздутый» конус Q+ толщины ^d. Следовательно, 
и+(х,^0) = О при \x\<atQ—const, т. е. волна «J имеет также 
резкий и задний фронт. Оказывается (см. гл. 4, следствие 4.1), 
при всех нечетных £ > 3 , аналогично, для волнового уравнения 
(2.6) в Rk существует (и единственно tio предложению 6.2 гла
вы 5) запаздывающее фундаментальное решение <§Х, сосредото
ченное на конусе £?+. Следовательно, цри этом «запаздываю
щие» решения ttk = &k*f уравнения (2.6) при f$2)(Rk+l) имеют 
резкий передний и задний фронт. Напротив, при всех четных 
k>2 и при A==l supp^J совпадает с Ф, и решения щ рез
кого заднего фронта, вообще говоря, не имеют (как говорят, 
имеет место «диффузия» волн), 2) Для уравнения Клейна —Гор
дона (2.7) при всех &==1,2,3,... запаздывающее фундамен
тальное решение <§\ сосредоточено в Q*, но не в ф (см. 
формулу (5.12) главы 4). Следовательно, «запаздывающие» реше
ния t?k=zf*<%t уравнения (2.7) при всех k имеют резкий перед
ний фронт и распространяются со скоростью <а , а резкого 
заднего фронта, вообще говоря, не имеют. 

3) Для уравнений теплопроводности (2.8) и Шрёдингера (2.9) 
при всех £ = 1,2,3,... носители запаздывающих фундаменталь
ных решений <?у совпадают со всем полупространством t>0* 
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Поэтому запаздывающие решения Й = ^ * / не имеют передне
го фронта (как и заднего), т. е. скорость их распространения 
бесконечна. 

2.4. Построение фундаментальных решений обыкновенных 
дифференциальных уравнений. При ri=l фундаментальные 
решения легко строятся для любого оператора РфО. А имен
но, если ртфО, то обозначим через &+{х) решение задачи Коши 

[ m 

] к=о , (2Л4). 
К(0+)=о,...,'^т_2)(о+)-а ^m-I)(0+)---i/pm. 

Л е м м а 2.1. Продолжим .F+(x) нулем для x < 0 : положим 

Н а «<t < 2 - 1 5 ) 

Тогда <^(JC)—фундаментальное решение оператора 
m 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По формуле (1.10), последовательно получаем для k==0,..., m — 1: 

fm(x)~{fw(x)}, xeR. (2.16) 
Поскольку A^^ ( s - 1 ) (O+) - . r ( *- 1 ) (0_)=0npHk = L . . . , w i - 1 , ввиду (2.14), (2.15), а для k = m 

S{m) {x) - {<Г(m) (x)}+4-6 (x). (2.17) 
Умножая (2.16), (2.17) на pk и p^ и суммируя, получаем (2.1)* 
поскольку <.У(х) при х^=0 удовлетворяет однородному уравне
нию 

АГ(х) = 0. 
2.5. Теорема о среднем. Основой для изучения гладкости 

решений уравнений (0.1) является следующая теопема о сред
нем [18], [37]. и и 

Пусть точка x0eRn и ф(х), <р(лг), Ф (-*)€£> (R11), причем *0е©* 
где © — открытая область в Rrt и, кроме того, 

Ф (*) = 1 при *6<-, Ф (х) == 1 при jcgsupp ф, 
* Л (2.18) 
Ф ( х ) ^ 1 при jcgsuppxp. 

Пусть и (л:)—произвольное решение уравнения (0.1) в неко
торой области еЗзБиррфЬсо. Обозначим 

*>(*)—Ф С*) ( 1 — Ф (*))«(*). (2.19) 
1 СО 



Очевидно 
supp,wcsupp'q>\fi>. (2.20) 

Лемма 2.2. Пусть & (x)£3)r (Rn)—произвольное фундамен
тальное решение оператора Р (дх). Тогда и (х) при хб© выра
жается через / и w следующим образом: 

a(x)^&*(yf^Pw){x), х&ь. (2.21) 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (0.1) следует, что 

— Ф/—Р(ф(1_ф)а); , (2.22) 
Отсюда, поскольку <fu&ff\(Rn)9 то. 

W*±ff*(qf—Pw).. (2.23) 
Отметим, что формула (2.21) выражает решение а(х) при 

xgco через правую часть уравнения (0.1) и означения* решения 
и(х) в области supp(jp\co. Таким образом, (2.21) является ана
логом формулы Пуассона для гармонических функций* 

Следствие 2.1. Если / (x)6C°°(Q), а решение и(х) урав
нения (0.1)— гладкое в окрестности <?&, то и(х)вС°° (Q). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем область соей так, чтобы 
йбС°°(01\со), и функции Ф, Ф, ФбС<Г(0)> удовлетворяющие уело-
виям (2.18). Тогда <Р/6СО°(Й и wGC" (Q).' Поэтому из (2-21} 
следует, что Й6С°°(СО). 

Формула (2.21) позволяет также получать гораздо более 
тонкие результаты о гладкости решений уравнений вида (0.1) 
(см. [23]). 

Глава 2 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ 

В этой главе строятся разложения вида (0.2) для любых 
обобщенных функций и изучаются свойства этих разложений. 

/ § 1. Преобразование Фурье основных функций 
1.1. Преобразование Фурье быстроубывающих функций. Лю

бую функцию ф (я) €S(Rn), в частности cpGiZ>(Rn), можно разло
жить в интеграл Фурье 

Ф(*)-(2*)-« fe-«9(g)d£sF-»9; xl-х&+... + xJb, (1Л> 
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где «коэффициенты Фурье» <р(|) находятся по формуле 

9 ( 9 e I ^ W ^ ^ _6R*. (1.2) 

Через F мы Обозначили оператор преобразования Ф^Ф, а 
через F~l — Обратный Оператор <р*->ф, 

1.2. Свойства преобразования Фурье. 
1) Формулы дифференцирования . Из (1.1) и (1.2) 

вытекает, что <Э«Ф (Х) =- (2л)-~п j (— *g)*£-**s<j> (g) rfg и <?«Ф (£) =-
— J{ix)ae ixmx)dx для •Va=»(a1, . . . , ал). Поэтому для фб5 

^ Ф = ( - ^ ) а Ф ( ^ /^(Д:«Ф(Л))—(-W6)^Va. (1.3) 
2) Формулы сдвига. Из (1.1) вытекает, что для (peS (Rn) 
F (ф (х + а)) — *-**ф (|), F (е'«*ф (*)) -= Ф (I + a) VaeR71. (1.4) 

3) Предложение 1.1 ([18], [37]). Оператор F является 
изоморфизмом S (Rn) на 5 ( ^ ) . 

4) Определим свертку ф*-ф. для Ф, i|)gS(Rra) по формуле (1.45) 
главы Ь Тогда, по теореме Фубини, для* ggR* 

Р(Ч*$)(1)=]е^ (l<Pix-~y)^(y)dy)dx = 

F {П) (I) - J ***Ц> (*) ((2я)-я j • *-И.-ф (TI) AJ) djc = (2я)"* (ф*<ф> (g). 
Итак, для Ф, \j)g5 (Rrt) 

-Р(Ф**)(Э--Ф(0Ф(1). -Р(ФФ)(9-(2я)-«(ф^)(|), . g6Rrt. (L5) 
.1.3. Преобразование Фурье финитных функций. Если 

Ф (х)е&> (R% то из (1.2) видно, что Ф (£) - целая функция на 
Сл. При этом 

|ф(Ш<СгА | 1 т^ £6С", (1.6) 
если Ф (JC) =s 0 при | JC | > А. Обозначим 3>А = {<р&2> (R'e): Ф (х) = О 
при |*|>-А}. Если Фб ?̂л, то х*Ф (х)€—9л, и д%(р(х)е2)А. 
Поэтому, ввиду (1.3), функциид*Ф(£) и |аФ(|) также удовлет
воряют оценкам вида (L6). 

Теорема 1Л (Пэли-Винер, [12}, [18], [37]). Если 
•ФЁ-2>(КЯ)| то Ф(g)-целая функция на О и для любых а и 
N>0 

(1М1Г\д^(1)\<Са,г,еАПшщ № ( L 7 ) 

яри некоторых A, Ca,/y>0, зависящих от Ф* Обратно, если 
Ф(|)—произвольная целая функция на Сл, удовлетворяющая 
оценкам вида (1.7) для любых a, Nf то ^{x)^F'l^3)A(^!l)w 
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О п р е д е л е н и е 1.1. Через Z*=*Z(С") обозначается про
странство целых функций >̂ в С\ удовлетворяющих оценкам 
вида (Ь7) при Уа, N. По определению, последовательность 

z itykGZ сходится к OgZ (г|)£~~»0), если при некотором А > 0 
\^k\a,N^supe^l^(l + \l\)N\dl^(l)\^0 Va, N. (1.8) 

Теорема 1.Г ([18], [37]). Оператор F :2)-+Z непреры
вен, и обратный FM1 : Z-^S) — также. 

Для фЗЬ справедливы все свойства преобразования Фурье 
(1.3), (1.4), причем второе равенство в (1.4) справедливо при 
всех абСп. 
§ 2. Преобразование Фурье умеренных обобщенных функций 

2.1. Замыкание преобразования Фурье по непрерывности. 
Преобразование Фурье F : S-KS оказывается возможно продол
жить по непрерывности на S'j(Rn). Для этого нужно заметить, 
I.ITO при любых u£S(Rn) справедливо равенство Парсеваля 

< 5®, Ф(I) )^{и(*), $(х) > Уфб5(R*), (2.1) 
которое получается непосредственно из (1.2). Отсюда замыка
нием по непрерывности получаем 

О п р е д е л е н и е 2.1. Для и(x)eS/(R*) функционал Ftz= 
=tt(|) определяется тождеством (2Л). 

Предложение 2.1. Оператор F:u*+u непрерывно дейст
вует из S'(Rn) в S'(R"). Аналогично, оператор F'l\u^u 
является непрерывным отображением 5/(R/I) на Sr (R7*). 

Пример 2.1. 1) Для и(х)*=&{х) при VyeS(W1), в силу (1.2), 
( 6 , Ф > - <в,Ф> —Ф(Р)-1ф(Э^Б-<1.Ф>^в(9-1, 

ggR*. (2.2) 
:2) Обратно, для я(*)=== 1 имеем, в виду (1.1), 

•< 1, Ф > - < 1, ф > - J ф ^ ^ - ^ ^ ( Q ^ l H S r t ) ^ ^ ) . (2.3) 
2.2. Свойства преобразования Фурье. 
1) Из (1.3) замыканием по непрерывности получаем для 

^ueS' (R*) 
F(d$u(x))^(-il)au(& F{хлЦх))^{-^1д^и{1) Va. (2.4) 

С л е д с т в и е 2.1. Для любого оператора Р(дх) вида (0.1) 
F(P (дх)и W)-P( -*9e . (E) -P©«(g) ,^ ueS'OW)* (2-5) 

где Р(—i|)=P(E)—многочлен 
.Р(-<6)-Р(9- 2М-«ав.' №• (2.6) 

|al<m 
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Определение 2.2. Многочлен Я(^) = Р ( - / | ) называет
ся символом оператора Р(дх). 

Из (2.2), (2.3), ввиду (2.4), получаются формулы 
F(б(а)(-*))=(-^)а> ^ха=-(2я)"(-£) ,а,б(а) (g) Va. (2.7> 

2) Из (1.4) замыканием по непрерывности, получаем 
F(a(x+a))==e-t<*tt(§, F{eia*ti{x))^u(l+a), aeRn, 

ueS'iR"). (2.8> 
Например, отсюда, ввиду (2.2), (2.3), получаются формулы 

• ' Р(6\х+а))*=е-'<*9 F(eiax)^(27t)n8(l+a)yam^ (2.9) 
3) Из (1.5) замыканием по непрерывности, нетрудно вывести, 

что v 

F(a*v)=u($v(Z) яля (и, v)6SxS' (или S'x$)- (2.10) 
Аналогично, из (1.5) можно вывести, что 

F(uv)^mv для uGS'(Rn), veS Qt!1)* (2.11> 
Свертку mv здесь можно определить, например, по формуле * 
(1.57) главы 1. 

4) Теория П а р с е в а л я . Заметим, что .FiS'XR")-^ 
-*S'(Rn) изоморфизм, согласно предложению 2.1. В частности, 
F* Lo(RTl)-->4$/ (R71) 

Теорема 2.1* (Парсеваль, [18], [37], [68]). Оператор F 
является изоморфизмом L2(Rn) на L2(Rn), причем 

JI £(£) \4l={2nf \\tc{x) \Чх. (2.12> 
5) Линейные замены переменных. Если C€GLR(/i), 

то для uXx^S'iU!1) обозначим ис{у)=~и(Су), y£Rn (см. форму
лу (1.33) главы 1). Тогда 

i ^ - T d S F ^ e a C - y t d , TI6R". (2.13). 

В частности, если [СвО (/г), то 
йС(г])=-й(Сг1)=-(а)с(л), ЧвКп. (2.14) 

Действительно, для u(x)(<S формула (2.13) вытекает из (1.2):. 
ucj^^e^u(Cy)dy= 

^ е ^ 1 * ^ 46V, 
а для uQS' она получается замыканием по непрерывности. 

Следствие 2.2. Из (2.14) вытекает, что при ортогональ
ных заменах координат в R* преобразование Фурье Й(6) обоб
щенной функции u(x)QS'(Rn) преобразуется как (инвариантно* 
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определенная) обобщенная функция на R*: Поэтому, в силу (2.5> 
символ Р (£) дифференциального оператора Р (дх) при ортого
нальных заменах переменных также преобразуется как инвари
антно определенная функция на Rw. 

С другой стороны, при общих заменах переменных CGGL^(n) 
(2.13) и (2.6) получаем, что символ Рс оператора Р(дх) в коор
динатах у=С~гх имеет вид 

Яс(т])-=Р((С^т]), ijeR», (2.15) 
С л е д с т в и е 2.3. Символ Р оператора Р является инвари

антно определенной функцией на Rn* — двойственном к Rn про
странстве, состоящем из линейных (непрерывных) функциона
лов на Rn. 

Д о к-а з а т е л ь с т в о . Пусть I: Rn->R — линейный функци
онал, задаваемый в координатах (xh ..., хп) строкой | = 
= (£ь-..- ln)^Rn, т. е. l(x) =lx = lxxi+ ... +1пхп. Тогда в ко
ординатах у = С-1х тот же функционал / имеет вид 

Ш=Цх)=}-Су=С*1-у=1\-У> (2Л6) 
т. е. он задается строкой ц = С%, Но тогда из (2.15) вытекает, 
что ' 

Яс(л) -Яс(С^) -Р(£) , № , (2.17) 
т. е, значения Рс и Р совпадают на одном и том же функцио
нале /eR**. 

2.3. Методы вычисления преобразования Фурье. Формула 
(1.2) пригодна для вычисления преобразования Фурье широко
го класса обобщенных функций, а не только для <pGS(Rn). 

Лемма 2.1. Если a (х)&г (R»), то и (x)£Sf (Rn) и и (1)6 
€Cb(Rn), причем (ср. с (1.2)) 

(F»)(g)-»(a- je i x lu(x)dx; geR11; щ 

тж\й{1)\<\\и{х)\йх. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения 2.1 и1г (1.2), для 
V<P6S(R")- по теореме Фубини, 

<в,«.<р> — j «(-л:) ( J e***4> (g)" dg)rfjc —-jf (J* f J*« С*) фё) .Ф (6) rffe. 

Отсюда получаем (2Л8) и, следовательно, ii(<Cb(Rn). 
Следствие 2.4. Если и(хУ£1лс(Жп)> и при некотором N**=* 

= 1,2,. . . удовлетворяет оценке 
\и(х)\ dx<oo. (2.180 

J (1 + 1* Г)" 
iou(x)eS'(4% и 
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V, - Ги-Ъ®-(1-Ц>" 1 е* (1 l^?r dx, <2.18-> 
как вытекает из второй формулы в (2-4), причем производные 
понимаются в смысле обобщенных функций. 

Пример 2-2. Если u(x]eL2(R), то —]eii(R) по неравенст
ву Коши — Буняковского. Поэтому, аналогично (2.18"), 

u(l)^[^i^ + i)^e^^dx, g6R, (2Л8-> 
(ср. [68]). 

Лемма 2.2 ([55]). Если u(x)eif(R% то ифеС00(Rn), причем 
Й(£) = <в(.к), е***), gGR", (2.19> 

где скалярное произведение понимается в смысле формулы, 
(1.40) главы 1. 

Пример 2.3. 
-Р(в<в) (*))©-= .< «(а) (*)> *ijr| > - ( - ^ ) a ; 
/? (б (x - A)J(g) -= < 5 (x -~ A), * « > = e'A6. (2.19'> 

2.4. Примеры вычисления преобразований Фурье. 
1) Для гауссова одномерного распределения с дисперсией 

а > 0 
_ * ! р _il+/4 Г* ——————!———: '«£• 

J V2*(j F * = I * . _ _ d x - I е "" " dx=-g 2 . (2.20), 
У2пст J 1/2лсг J 1/2яа ^ ; 

2) Замыкая контур интегрирования вверх (в область 
lmx>0) при 1>0 я вниз (в область lmx<0) при |<0 , по 
теореме Коши о вычетах, получаем для aeC\R. как в (2.18"), 

р_2__{2я1В(1)е^ при 1mi>0, ... 
r _ — ~ ~ \ —2яге(-l)e iai при lmg<0. 1------>' 

3) Отсюда для распределения Коши . г 

п. i _ l p f 1 1 " Т+.Х- -"2Г- \*-« ~xTi. 
= яе(|)е-- + л0( —|)е?-=ле-1-1. (2.22> 

4) ДЛЯ Re"X>0 
оо 

E(9(x)6-^)----je-^-£=)*dx = r-|——•. (2.23). 

и, аналогично, 

F(Q(-x)e^) = -i-j~:. (2.23'> 
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5) Отсюда, в силу непрерывности преобразования Фурье,* 
получаем при ^->0+-: 

E(e(x))(i)—i——-, 
и аналогично, 

F(H-x)Y®~-ij=io*- (2.24). 
6) Складывая эти равенства, получаем формулу «скачка» 

Сохоцкого — Племеля: 
, F(l)(i)-2«o(x) = i ( f - ^ - - | i - 7 - 5 ) . (2.25> 

7) Из (2.23), в силу (2.4), получаем для ReX>0, k--=0, 1 , . . . 

Р Ы х ) Х ' г - » Ю - ( - 1 ± ) ' ^ - 1 ^ <2.26> 

и, аналогично, из (2.23/) получаем 

F(Q(-x)xW*)m= - ( £ ^ * ^ . (2.27> 

§ 3. Соболевские пространства функций 
Определение 3.1 ([2], [15], [55], [67]). Для seR через. 

Hs=Hs(Rn) обозначается пространство обобщенных функций, 
u(x)eS'(R% у которых u(l)eL\oc(Rn) и 

, Ч | Й | 1 Н 1 ( 1 + 1 6 1 Р 1 « ( 6 ) Р : ^ < < » - (зл> 
Пример З.Г. S(x)eHs(Rn) при < —Щ2, поскольку б(E) = L. 
Пространство //у —полное гильбертово пространство, по

скольку отображение а(л:)--*(1 + |||)*й(5) является изометрией 
Hs(Rn) на Z2(R"). Очевидно, Я,,(R")сH^QH*) — непрерывное 
вложение при st>s2. Если $--=/-=0,1,2,..., то (u(x)GHs)<=>~ 
^>(diu(x)^L2(Rn) при \а\<т), и метрика (ЗД) эквивалентна 
метрике (см. [2], [15]) 

•111«III?-2 •Jl#«(*)l2<**- (3.2> 
|a |<f j-л 

Это вытекает из теоремы 2.1, ввиду (2.4). Легко показать,: 
что 2){Rn) всюду плотно в #s(Rn) при sGR (см. [55]). 

П р е д л о ж е н и е 3.1. При sGR оператор Р вида (0.1) не
прерывно действует из H8(Rn) в #s_m(Rn). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для иШ,(Rn), ввиду (2.5), 

IIР* IIL-.-1 а +16 D2(*-m)l j 5 " (6) I2 *Ъ-
—J.(i + |g|)2{'-,")|-5(6)l2l«(l)l-£< 

<с|(1+| | | ) 2- |йш|—с| |й | |2 . 
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§ 4, Преобразование Фурье быстрорастущих 
обобщенных функций 

4.1. Функционалы на пространстве Z(C"). 
О п р е д е л е н и е 4.1. Через Zr=Z'(О) обозначается про

странство линейных непрерывных функционалов на Z\Cn) (см. 
определение 1.1). 

Например, если w(QeSr(R% то скалярное произведение 
< ^ (§)> ф|^ > определено при q>eZ(C% поскольку Ф|̂ 65(-ЯЛ), 

ввиду оценок (L7). Положим 
(v(z)}<(>(z) > = < w(& ф|^ ) , (peZ(e). (4.1) 

Тогда v{z)£Z'(Сп), поскольку отображение <р*-> ф|я« являет
ся непрерывным вложением Z(Cn) czS(Rn). Кроме того, Z(O) 
всюду плотно в S(Rn), поскольку к>(Кп) всюду плотно в S(Rn), 
а F: S(Rn)->-5(Rn) —изоморфизм, согласно предложению 1.1, и 
/7:^)(Rn)->Z(Cn) — изоморфизм по теореме 1.Г. Следователь
но, двойственное отображение S'(Rn)-^Zf(Cn), переводящее w 
в v по формуле (4.1), также является вложением. Итак, S'(Rn) 
является подмножеством в Z'(Cn)« 

Построим примеры более общих функционалов из Z'(Cn). 
Возьмем w(l, Ti)-€S'(R2n)> где R2n — овеществление комплексно
го пространства СЛ. Предположим, что при некотором 5 ^ 0 

supp wczTB, 
где 

Тв~{г=*Ъ + щЬС«: |n |<-*}, t i^R*. (4.2) 
Возьмем срезающую функцию 

S-(n)eC-(R-), Ur , ) = l при \ц\^В9 £в(т1)=0 при 
h i S^S+l. (4.3) 

Тогда из оценок (1.7) вытекает, что £в(т1)ф(£-Ит])^^2п) 
при <p6Z(Cn), Определим скалярное произведение 
<^(^т,),Ф^+1Г1)>=<ша, Л ) , ЫпЫ1+Щ)\ Ф^(С»), (4.4) 
где <-, •> в правой части — двойственность между S'(R2n) и 
S(R2»). 

Функционал (4.4) не зависит от выбора функции %в со свой
ствами (4.3) и, ввиду определения 1.1, он непрерывен на прост
ранстве Z(Cn). 

О п р е д е л е н и е 4.2. Функционал a(2)£Z'(C?) имеет ло
кальную плотность а,-(|, rj) на множестве Тв, если он допускает 
представление 

<i/(z), ф(2)> = <ш(|, n), <p(i+tri)>, Ф—-(С"), (4.5) 
где w (£, rj) £S' (R2n) и supp адс:Гв. 
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П р и м е р 4.1. <6an(6, ч), ф(£ + *Ч)>=ф(0)> <вл(ч), ф(£ + 
+ftl)>«J q>(£)dS--

Отметим, что функционал (4.1) также имеет локальную 
плотность tu(g, .)-=да(|)Хбп(т|). 

4.2. Преобразование Фурье на пространстве iZ>'(Rn). 
П р е д л о ж е н и е 4.1. Оператор F : S'(Rn)-bS'(Rn), опреде

ленный тождеством (2.1), допускает продолжение до непрерыв
ного отображения F : &'\(Rn)-*~Z' (G1), так что диаграмма 

'5 /(R«)^5 /(R'1) 
П -- П 

' ^ ( R ^ ^ Z ' t R 1 1 ) -
становится коммутативной. Здесь вложение'S'czZ' определяет
ся по формуле (4.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения (2.1) следует, что 
для u£S' 

< Й(Б), Ф(|) > - ( й ( 4 Ф Й > . 96Z(C«). (4.6) 
Отсюда, замыканием по непрерывности, получаем 

О п р е д е л е н и е 4.3. Для uQ2)' определим и тождеством (4.6). 
Остается заметить, что отображение F:<p*-+<p непрерывно 

действует из Z(Cn) в 3)(С% также как и оператор F~~x 

(см. теорему 1.1')-
Из определения (4.6) вытекает, в силу теоремы 1.1' 
П р е д л о ж е н и е 4.1'. Оператор i7: ^)/(Rn)->-Z/(Cn) не

прерывен и F~l : Z'(Cn)~>_?5'(Rn) —также непрерывен. 
4.3. Операции на пространстве Z /(Cn). Поскольку £D(Rn) 

плотно в ^}'(Rn), а Т7: 2)r-*-Z' — изоморфизм, то Z=F{3>) 
плотно в Z'. На Z определены операции дифференцирования, 
умножения на многочлен и на экспоненту еи% где a£Rn, линей
ные вещественные замены координат и сдвиг на любой комп
лексный вектор. Все эти операции продолжаются по непрерыв
ности на vQZ' следующими тождествами: для <pGZ(Cn) 

< d*v (z), ф (z)) — ( v (z), ( —<?,)*ф (z) > va==(ab . . . , an), 
< zav (z), Ф (z) > = < v (z), za<f (z) >, 

< eia*v(z)> <P(z) > = < n (г), е'«ф(г) >, aeR*. (4.7) 
<з(г + а), Ф(г)> - <*(£), Ф ( £ - я ) > , обСя, 

< v (Сг), Ф (г) > - < v (0, т - ^ Ф (С"1?) ) , C6GLR (n). 

4.4. Свойства преобразования Фурье. Для йб£>'(Кл), за
мыканием по непрерывности, получаем из (2.4), (2.5), (2.8) 
тождества 

F(д £ф-(<- i zYu ( г ) , F(**«) «• (— idg)*a(z) Va, 
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F(P(dx)u)~P(z)u(z), \ 
F(ti(x + a))—e~iazu (z), aeRn, (4.8) 
F(elaxu(x))=~u(z + a), а£Сп. 

Отметим, что последнее тождество справедливо при всех а$Сп 

для tfe_5'(Rn) (как и для ue@{Rn)), в отличие от второй фор
мулы в (2.8). 

4.5. Аналитические функционалы. Так называются функцио
налы v(z)£Z\ имеющие аналитическую локальную плотность 
[•18]. Точнее, пусть f (z) — годоморофная функция от z£TQ, где 
Q — связная область в Rn, a 

TQ = {z==l+ir\^Cn:j] = lmzeQ} (4.9) 
— трубчатая область в Сп с основанием Q. Предположим, что 
при V5>0 при некоторых С = СВ и \x=\xB 

| / ( 2 ) (<С(1+ | г | ) *при zeTQ) \lmz\^B. (4.10) 
Тогда можно определить аналитический функционал (см. [18]) 

< / |г0, Ф >"« j / (г) Ф (z) <te, 96Z; T|6Q. (4.11) 
Imz-=-Ti 

Этот функционал не зависит от выбора т]6й, что легко вы
водится из теоремы Коши, связности области Q и оценок'(4Л0), 
(L7). Отметим, что область Q и (Г0) можно считать выпуклой 
по теореме Бохнера ([12], [50], [53]). 

Пример 4.2. Пусть /г==1, /(z)==-L, TQ = {zeC:lmz>0}» 
Тогда 

В области 1т ; г<0 функция -—• задает другой функционал-, 
причем, по теореме Коши (ср. с (2.25)), 

I U , < O - T U , > O = 2 ^ ^ -GR. (4Л1"> 
П р е д л о ж е н и е 4.2. Если vGZ'(Gn) является аналитичес

ким функционалом: v.= f\T^ то функция / (z) при.-гб-Го опре
деляется по v однозначно. 

Это вытекает из плотности пространства функций 
{ФЙ + ЭД'-Фб—Э в S(Rn) при r^R*. 

П р е д л о ж е н и е 4.3. Любой функционал вида (4.5) (т. е. 
имеющий локальную плотность) представим в виде конечной 
суммы (не более, чем 2") аналитических функционалов вида 
(4.11). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В одномерном случае для любой не
прерывной функции ш(|) , удовлетворяющей оценке |{cdot}-y(|)|{le}" 
<C( l + |g |)'1npHieR, 

< w (|) X б ft), <Р (1+iti) > - J «в (.-) <p (|) d% == 

"ш( I f(z)<t(z)dz- [ f(z)y(z)dz\ (4.12)» 
\ Im-=- - l 1тг=1 / 

где 
7 ( * H (.-6)(*-6+яуи-1* (4ЛЗ> 

Действительно, (4.12), (4.13) вытекают из представления 

Аналогичная конструкция годится и для общего n-мерного слу
чая и любого функционала вида (4.5). f 

§ 5. Теория Пали — Винера 
5.1. Преобразование Фурье финитных обобщенных функций*. 

Заметим, что преобразование Фурье от (финитных) обобщен
ных функций б(х), б<а) (х)Ъ$г является многочленами (см. (2.2),, 
(2.19')). Оказывается, чтЬ, аналогично, для любого распределе
ния u(x)eS'/ его преобразование Фурье й( | ) — целая функция;. 
на С\ Следующая теорема уточняет лемму 2.2. 

Т е о р е м а 5.1 ([12], [55], [65]). Если и{х)#'(*»), то 
i?(|)6C°°(Rn) и продолжается с Rn до целой функции от-
2бСп, равной (ср. с (2.19)) 

u(z)= {и{х)> eixz), zeCn. (5.1)* 
При некоторых С, -А, | л>0 выполняется оценка 

\u(z)\<CeA\l™\{l + \z\)», z^C1: (5.1'> 
Обратно, если и (г)—произвольная целая функция в О1, удов
летворяющая оценке (5.1') при некоторых С, А и |А, то-

•.u{z)\^u(gfeS'ф*) и asjF"1i«ar/(R,,)f причем а(х) —0 прн« 
| * | > А 

Следствие 5.1. Г ( Г ) с Я „ с о ( ^ ) = IhgR/^CR^ т. к. .да 
(5.1') при Im^P= 0 видно, что | й ф | < С ( 1 - И £ | / \ geR", откуда. 
й(х)бЯ^ л) при , < — ц—л/2. 
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5.2. Умеренные распределения с носителем в конусе. Пусть 
К — замкнутый конус в Rn с вершиной в нуле, не содержащий 
прямых. По определению, К+КаК и tKczK nputyO, так что 
if —выпуклое множество. Например, K~$t+={xGR:x>Q}. Обо

значим через К* — двойственный конус: 
К**={цеЖп:г1х>0пря х£К\0}. (5.2) 

Очевидно, if*— открытое множество, и i f* -^0^ тогда и--только 
тогда, когда К не содержит прямых. 

Выберем срезающую функцию I|)(JC)6С °°(Цп) так, чтобы 

y(x)JlnWXf^ r s i* |>>(*)J<oo Va. (5.3) 
\ w [0 при р(х, i f ) > l ; -x£R* 

Тогда, очевидно, 
ур (х)eixzeS(Rn) при Im^eif*. (5.4) 

Для ueS^faGS'iR^isuppaciK} определим скалярное произ
ведение 

< Й, eixz ) = < Й, ф (х) e t o > , Im ̂ eiT*. (5.5) 
Это произведение не зависит от выбора функции я|)(х) со свой
ствами (5.3) 

Теорема 5.2 ([12], [28], [55], [62]). Если ueSKl то u(Z)eS'(Rn) 
продолжается в с̂мысле определения 1.12 главы 1 до. аналити

ческой функции и (г) в трубчатой области Тл*={г£Сп:1тгбК*} 
4ол. 4.9)), причем 

й(г)= < и(х), е** >, zerK*, (5.6) 
тде скалярное произведение понимается как в (5.5). 

Выполняется оценка: при некоторых С, \i, v (ср. с-формула
ми (1.60), (1.73) главы 1): 

\u(z)\<cf±^^, где р=р(г, (?Г^)=р(1т^,1(9^*).|; (5.60 

Обратно, если „(г)—произвольная голоморфная функция в Г ^ , 
удовлетворяющая оценками (5. б'),-то u\RrteSf и и доцускает 
единственное представление вида (5.6), где u=F~l(u\Kn)£SK. 

О п р е д е л е н и е 5.1 ([12], [55])' (ср. с определением 1.10). 
Через S[K) обозначим пространство u(x)£SJ' (R% для которых 
suppи(х,-]-а)с:К при некотором a{<Rn. 

Из теоремы 5.2 очевидно, следует, ввиду первой формулы 
в (2.8): 

Теорема 5.2', Если u(x)SS{K), то Ъ(& аналитически про
должается в область Тк*. Если suppu(x + a)czKr где a6R", то 

и (z)= ( и(х), y(x-a)eix*), геТк*. (5.7) 
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Выполняется оценка: при некоторых С, ц, v, А >,0 > 

|й ( г ) |<С ( 1 + | ; | ) | 1 ^ ' - - - - 1 , гб7>. (5Ji 

Обратно» если u(z)—произвольная голоморфная функция в7>*,. 
удовлетвоояющая оценке (5.70, т° й(г) |кдб5', и и (г) допуска
ет единственное представление вида (5.7), где tt=*F~l(u(z)\Rn)(+ 

5.3. Экспоненциально растущие распределения с носителем 
в конусе. Пусть .К—выпуклый замкнутый конус в Rn, как и 
выше, не содержащий прямых. 

Распределение и (x)Q@)r (R") назовем экспоненциально рас^ 
тущш, если при некотором J3>0 

e-B-mx)u(x)eSr(Rn), 
где 

M(x)=Vl + \x\*. (5;8JI 
Определение 5.2. 2)'E(Rn) — множество всех экспонен

циально растущих распределений a(#)£2>'j(Rn), <Z)'Ek=* 

Обозначим для i?>0 

Очевидно, для достаточно большого ^ ===./?(£)> О . 
яр (х) e^eB-M^eS (R*) при Im гбЯ*. (5.9'> 

Поэтому для такого i? при Im^giC^ имеет смысл скалярное^ 
произведение 

f(z)^(u(x)^(x)e^)^ 
i s < e-*-^<*>a(*), я|)(х)Лв*м<^ >. (5Л0> 

Теорема 5.3. Если экспоненциально растущее распреде
ление UQ2)K, TO a^FtiQZ' является аналитическим функциона
лом вида (4.11) в области Q==r^* для достаточно большого 
# > 0 , где f(z) голоморфна в Тк* и определяется формулой» 
(5.10). Выполняется ^оценка вида (5.6'): при некоторых С, ^ 

| / ( г ) | < С ( 1 + МУ\ Im*etfV (5.11) 
Обратно, если /(г)—произвольная голоморфная функция 

в 7V*, удовлетворяющая оценке (5.11) при некоторых С, р., то 
аналитический функционал /\т * является преобразованием; 

KJR 
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•Фурье от некоторого экспоненциально растущего распределе
ния иЪ$)!ЕК' 
1 Эта теорема доказывается почти дословно так же, как тео
рема 5.2. Более того, ее можно вывести из теоремы 5-2, поскольку 
Mn(x)^e~x^a(x)eS,

K при цеК*д ввиду (5.90 и Ъ^(г)^/(г+Щ 
— голоморфная функция в 7>*, непрерывная в 7V*. 

С л е д с т в и е 5.2. Преобразование Фурье любого экспо
ненциально растущего распределения имеет локальную плот
ность в смысле определения 4.2 и обратное также верно. 

Прямое утверждение выводится из теоремы 5.3 при помощи 
разбиения экспоненциально растущего распределения в сумму 
слагаемых с носителями в выпуклых конусах, не содержащих 
прямых. Обратное утверждение очевидно для аналитических 
•функционалов вида (4.11), поскольку они являются преобразо
ваниями Фурье от произведения экспоненты вида е^ на умерен
ное распределение из S'(Rn). Остается заметить, что, в силу 
предложения 4.3, любой функционал, имеющий локальную 
плотность, равен конечной сумме аналитических функционалов 
вида (4.11). 

О п р е д е л е н и е 5.3. Через 3)'Е{К) обозначим пространство 
м(х)е2>fE (Rn), для которых supp и (х-]-а)с:К при некотором 

4i&Rn* Последовательность uk >#, если е^ВтЩх)ак(х—а)^ 

-+е-в'м{х)а(х—а) при некоторых В > 0 и a£Rn, не зависящих 
от k (сходимость в S'K по определению совпадает со слабой 
сходимостью в S'(Rn)). 

Из теоремы 5.3 очевидно следует, ввиду первой формулы 
в (2.8): 

Теорема 5.3'. Если a(x)eS>fE(Kh то u=Fu — аналитиче
ский функционал в области 7V* для достаточно большого / ? > 0 
с локальной плотностью вида (5.10), удовлетворяющей оценке 

\f{z)\<C(l+*\z\feWmMK zeT* (5Л2> 
ври некоторых С,\л, А>0. Обратное также верно. 

Например, для и{х)=*§(х-\-а)еЪх, согласно (5.10), локальная 
плотность равна 

/ ( 2 ) = ] е1**е*хах== —* при Imz>3. (5.13) 
—а 

§ 6. Свертка и преобразование Фурье 
Согласно (1.5), для #, vQ2)(Rn) 

Р(и*ю)($)*=И(1)И(& £6R*. (6.1) 
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Т е о р е м а 6.1. Если и{х)е%'(Ж% a v(х)£2)'(Ж% то 

F (u*v)±=u(z)v, (6.2) 

где и (z) — голоморфная функция (5.1), a v=FvQZ' (С). 
Для доказательства нужно аппроксимировать и и v функ

циями из iZ>(Rn), использовать (6.1) и непрерывность всех опе
раций в (6.2) (свертки на <? /Х^ / , преобразования Фурье и ум
ножения в правой части). 

Пусть К — замкнутый выпуклый конус в 1", не содержащий 
прямых, как и выше. 

Т е о р е м а 6.2. Если и, v$3)'E(K)y то при достаточно боль
шом i?>0 

F (mv) (z) = u(z) v(z), z£TK*. (6.3) 

Здесь u(z) и а (г)— аналитические функции, задающие функ
ционалы Й, zSgZ' в области Тк* по формуле вида (4.11), и левая 
часть (6.3) —аналитическая локальная плотность функционала 
F(mv)QZ/ в области Т~*. 

Для доказательства можно аппроксимировать ЙИИ функциями 
из $' вида иг(х) = '$(ех)и(х), ve(x)—ip (sx)v (х), где ty(x)G 
бСо°(Нл) и ty(x)=l при | J C | < 1 . Тогда при е~>0, очевидно, 

[иег— *я, я8 *v)=>[u&*ve »u*v) (6.4) 

и, кроме того, из (5.10) видно, что при г-*-0 

ue(z)->ulz), ^lz)~+vlz) при 2:67V (6*5) 

для достаточно большого / ? > 0 . Наконец, функции ив (z), vz{z) 
допускают равномерные по 8 оценки вида (5Л2). Поэтому, при
меняя к м8, VQ формулу (6.2), мы при е-5-0 получаем (6.3). 

Глава 3 
СУЩЕСТВОВАНИЕ И ГЛАДКОСТЬ РЕШЕНИЙ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

§ 1. Проблема деления 

1.1. Проблема деления в классах быстрорастущих распреде
лений. Рассмотрим уравнение (0.1) при f(x)&0'(Rn). Решение 
и[х) также будем искать в классе Юг(Кп). Применим к обеим 
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частям (0.1) преобразование Фурье. Тогда, в силу формулы 
(4.8) главы 2, получаем «алгебраическое» уравнение 

p\z)i{z)-f{z); ал) 
где равенство понимается как равенство Функционалов из Z'(Cn). 

Теорема 1.1 ([46], [58]). Уравнение (1.1) имеет решение 
ueZ'(Cn) при V/6Z'(C), если Р®ф0. 

Следствие 1.1. Уравнение (1.1) имеет решение и(х)£ 
6^5'(Rn) при Bcex/6^)'(Rn), если РфО. 

Отсюда при f=6(x) вытекает теорема 2.1 главы 1. 
Для доказательства теоремы 1.1 можно применить теорему 

Хана—Банаха о продолжении линейных непрерывных функци
оналов в локально выпуклых пространствах [72]. А именно, 
(1.1) эквивалентно тому, что 

< a^(g), ̂  (^)ч^ (g) > - = < j r ( i) , яр (g) > , о̂ е—гг (С-). (1.2) 
Таким образом, искомый функционал и известен на пространстве 
основных функций вида P(i)^(Q, где ty$Z(Cn). Обозначим это 
пространство через PZ. Для окончания доказательства теоре
мы 1.1 остается лишь проверить, что и продолжается с PZ 
до линейного непрерывного функционала на Z. Выведем это 
из теоремы Хана —Банаха. Для этого нужно лишь доказать не
прерывность функционала а па пространстве PZ с топологией,. 
индуцированной вложением PZczZ. 

Лемма 1Л-. Если v(z)'=*P(z)y(z), где aj>eZ(C*), и 
СУ(Ф) 

Ч1 + М) У(г)\<7Г7ТТК^еЛ]1т*1 ПРИ гбСл, (1.3) 
то также 

причем 

\^(г)\<7^Г%ГеА]1ш'1- ПРИ гбС-, (1.4) 

CN№)<BNCN (Ф), (1.5) 
где Вм не зависит от <р (и от Л). 

Эта лемма доказывается методом [12], [28], [46]. А именно, 
по теореме Коши, 

*«—J-S—2-—. а.б) 
где yz—любой положительно ориентированный контур в комп
лексной плоскости, охватывающий точку А,«О, а £бСл\0. 
Выберем вектор евЯп так, чтобы 

а**Рт(е)фО> где Pm(z)= J Pa(~iz)a. (1.7) 
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Тогда Р (г+ Хе)~*аХт~{- Qm-i (z> Х)У где Qm-1 —многочлен от \* 
степени </га — 1 . Поэтому P(z.+ Xe) = a(k—Xx(z)). ^{Ъ — %т(г)). 
Отсюда видно, что контур yz при vz&Cn можно выбрать так, чтобы 

~<sup | К | < 1, | уг|<с(т), inf | Р (z + Xe) \>с (т)-а, (1.8) 

где с(т)>0 не зависит от £бСя; | ^ | —длина контура yz. 
Тогда подставляя Ф/Р вместо if в интеграл (1.6), из (1.3) и 
(1.8) немедленно получаем (1.4), (1.5). 

Следствие 1.2. Из леммы 1.1 вытекает, что отображе
ние Ф(^)=Р\()ь->'1|)(у,= Ф/Р непрерывно как отображение PZ 
в Z(Cn). Поэтому функционал Й, определенный по формуле 
(1.2) на PZ, непрерывен на PZ, т. к. функционал а непреры
вен на Z. Но тогда, по теореме Хана —Банаха, f продолжается 
до непрерывного функционала на Z(Cn) и теорема 1.1 доказана. 

1.2. Проблема деления в класса* экспоненциально растущих 
обобщенных функций. Лестница Хёрмандера. 

Теорема 1,2. Пусть f^3)rE{^n). Тогда уравнение (0.1) име
ет решение и£й)'Е(1Цп), если только РфО. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно предложению 4.3 главы 2* 
можно считать, что J является аналитическим функционалом ви
да (4.11) (глава 2), где Q — некоторая открытая область в 
Rn : Vap-Z 

< f (г), # ( * ) > - J / (z)«(г) dz V-цеО. (1.9) 
Imz=-=Ti 

При этом, искомый функционал и на основные функции Ф = .Ря|)6 
QPZ действует по формуле 

< £ ч р > - < / , • § • > - \ f (г)Ур-*г Y9QPZ. (1Л0) 
Jr v Jr \Z) 

Можно заменить я|)-==Ф/Р" в последнем интеграле выражением 
(1.6) и получить таким образом продолжение и на Ф62", 
поскольку P(Q=T^0 на yz при всех zQCn. Существует однако 
более наглядная конструкция, известная под названием: 
лестницы Хёрмандера. А именно, сделаем в Rn линейную 
замену координат | так, чтобы вектор е из (1.7)' стал 1-м ба
зисным вектором. Для простоты изложения будем считать, что , 
самц координаты | ь . . . , 1п обладают этим̂  свойством, т. е. 
£==-(1,0, . . . ,0) . Тогда (1.10) для случая ^fz можно, по тео
реме Коши, преобразовать к виду 

<-•'>- W \ - - f t f -*)* ' - <U1> 
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где zr = {z% >..,zn), if ==-(%, . . .,*]„), причем (к,г\')Ш. Отметим 
ято, по теореме Бохнера [12], [53], область Q можно считать 
выпуклой, так что (А, ц')££1 при hQ]a(r\% $(r\% где а(г]')< 
<р(т]/). Остается выбрать h (zf) для Vz' так, чтобы на прямой 

lmzi=^h(zf) в комплексной плоскости г&С не было корней 
многочлена Р(гъ z') от гг. Это возможно, поскольку Р (z)=* 
=a(z1 — Xi(z/)) . . . (zi — %m{z% причем корни Хг(г% . . . , %m(zf) 
непрерывно зависят от zr, поскольку, ввиду (1-7), 
л==Рт(1, 0, •.-, 0)=^0. Поэтому можно выбрать h{zr) кусочно 
непрерывно зависящим от zr при \mz' = r\' так, чтобы 

Л(^0б1а(ч/)»Р(п,)1 и | Р ( г ) | > 6 > 0 - при Im zx == у (<К 
Im2/ = r]', (1.12) 

Множество #={„6Cn : Imz' =r\\ lmzi=h(zr\)} называется 
лестницей Хёрмандера. Из (1.12) вытекает, ввиду оценки (4.10), 
главы 2, что функционал и из (1.11) непрерывен на простран
стве Z. 

С л е д с т в и е 1.3. Уравнение (2.1) главы 1 имеет решение 
&(х)е&'Е(Кп), если Р(дх)Ф0у т. к. 6(х)бЯ)'Е(Яп).-

1.3. Проблема деления в классах умеренных распределений. 
Рассмотрим уравнение (0.1) при f(jc)65/(Rn). Решение1 и(х) 
также будет искать в классе S'(Rn). Применим к обеим частям 
(0.1) преобразование Фурье. Тогда, в силу формулы (25) гла
вы 2, получим «алгебраическое уравнение» 

P(l)u(l)=f(ll leR*, (1.13) 
которое, в отличие от (1.1), является равенством в S'(Rn)* 
Эта проблема деления была решена в работах [4], [5], 
J52], [57]. 

Теорема 1.3. Уравнение (1.13) имеет решение а(|)6--?'(Яя) 
при любой правой части -f (l)eSf (lk% если только Р(1)ф0. 

С л е д с т в и е 1.2. Уравнение (0.1) имеет решение u(<Sr 

при v / g S ' , если РфО. 
При /=*Ь(х) отсюда вытекает теорема 2.2 главы 1. 
Уравнение (1.1) легко решается в случае, когда при неко

тором с > 0 
: |Ре)|>б:(1 + |ЕГ при ъф.\ (1.14) 

Такие операторы Р называются строго эллиптическими. 
Например, оператор /С_аД — т2

0 при щ&К\0 строго эллиптичен, 
поскольку для него символ К имеет вид 

Напротив, оператор Гельмгольца //==Д4-со2 при (ogR\0 не 
является строго-эллиптическим, поскольку его символ //равен 
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Я ( 9 — — ^ р + ю ^ ^ © —0 на сфере 1 gГ—I . 
Если оператор Р строго эллиптический, то уравнение (1.18) 

легко решается: 

Отметим, что оператор умножения на -=г—• непрерывен в 5 ' (R*), 

поскольку g(g)ss-r—, в силу условия (1.14), удовлетворяет 
оценкам (1.68) главы 1. 

Например, уравнение (^—то\&(х)=*Ъ(х), *6R, после 
нреобразования Фурье принимает вид (— | £ |2—trio) Ж (|) =• 1, 
откуда S(*Н а~ } g-ir* ' 5*%-* 2W~ (ср* с*Ф°РмУла" 
ми (2.22) и (1.11) глав 2 и 1 соответственно). 

Почти также просто проблема деления решается в случае, 
когда Р (£)=?-= О при £6КЛ- Действительно, тогда из (1.15) можно 
определить Ъ(1) как элемент пространства 3>'(Ип). Однако, 
требуется еще доказать, что u(l)eS'(Rn). Но последнее утверж
дение вытекает из оценки типа (1.14): 

Лемма 1.2. Если 7>(g)^0 при |6Rn, то 
|-Р<91>С(1 + |Б|У, E6R". (1.16)' 

где р может быть как положительным, так и отрицательным. 
Эта лемма доказывается с помощью принципа Зайденберга — 

Тарского (121J, [55], [69]). 
Из (1Л6) легко выводится, как й выше, чтб функция g( i )= 

^ ~ Д _ удовлетворяет оценкам (1.68) главы 1. Поэтому из (1Л5) 
слЬдует, что u(%)eS', поскольку /65 /(Rn). 

В общем случае, символ Р(1) может обращаться в нуль в 
точках g6R". Обозначим 

Тогда уравнение (1.1) однозначно определяет сужение я (|) на 
область ^ (см. определение 1.5 главы 1): 

«-</(& 4§t>*' ^ ( % (U8> 
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Здесь по определению 2IS!—о при g^supp Ф, а значит и при 
Р (£) 

всех ge^* 
Таким обрдзом, чтобы ре шить проблему деления, нужно 

продолжить функционал (1.18), заданный в области Я, до рас
пределения u(l)GSf(Rn). 

Эта задача, в свою очередь, называется проблемой регуля
ризации. Согласно теореме 1.3, она всегда имеет решение, если , 

Замечание 1.1. Если &Ф&-> то решение проблемы регу-. 
ляризации заведомо неединственно. Например, к #(g) всегда 
можно добавить c8(l — lQ), где Щ9>> т .к . 'Я(|)в(6 — &>) —О, 
&SR*. Если же функция A(|)'siP"(g) удовлетворяет условию 
(1.24) главы 1, то и Р(£) 6 (Я (£))-== О, так что к и можно в этом 
случае добавить с8(Р(^)), если 6(Р^-))65'(КЛ)- Например, для 
символа —|g|2H-<*>2 оператора Гельмгольца Я===А+со2 при» 
- 6 R \ 0 условие (1.24) главы 1 выполняется и 6( — | g|2 + co2)6!. 
€-S'(R") (см. (1.23) из главы 1). 

§ 2. Регуляризация. Методы «вычитаний», 
выхода в комплексную область, 

метод степеней Рисса 

Проблему регуляризации достаточно решить для случая* 
когда 

/ ( l )eC(R«)H| / (g) |<£?( l+ |6 | )^ ' £6R*, (2.1> 

поскольку любое распределение /QSf(Rn) можно представить в 
виде конечной суммы производных от функций со свойствами 
(2.1). Итак, пусть /(g) удовлетворяет условиям (2.1). Обозначив 
#(Z)^i~> 56#. Вообще говоря, R(^Lt

l0C(R% так что по* 
Р (6) 

./?(£) нельзя (вообще говоря) построить обобщенную функцию R 
при помощи формулы (1.2) главы 1. Поэтому будем называть 
R(Q формальной функцией. 

Определение 2.1. Обобщенная функция R\l)GS'(R*) 
называется регуляризацией формальной функции R(l)k 
eC'(R»\^), если 

< А Ф > * < / ? . Ф > ^R(t)9(t)dt уФбФ^Ч* ) . (2.2> 

Если i?1 и i?2—две различные регуляризации /?'(|)» то и» 
(2.2) вытекает, что supp^— R^a^. 
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Сложность проблемы регуляризации зависит от устройства 
множества 9 и от характера роста i?(|) вблизи 9>. В дока
зательстве теоремы 1.3 решающую роль играют два обстоятель
ства: 

1) алгебраическое многообразие 9* из (1.16) является объ
единением конечного множества аналитических подмногообра
зий в Rn разной размерности: 

/ 2 — 1 

0>«..U0*, dim?*—Л, (2.3) 
fe=«0 

где ^ — аналитическое подмногообразие в R"; 
2) =—-растет при приближении к 9 не быстрее некоторой 

(отрицательной) степени расстояния до 9 (неравенство Лоясе* 
£жа~~[62]): при некоторых JV и v 

- g ^ < c ( % i y v - P(S)-P(S. .*) - i e R " \ ^ (2.4) 
Оценка (2.4) доказывается при помощи принципа Зайденбер-
га—Тарского [21],, [55], как и (1.16) 

2.1. Метод вычитания [46]. Для простоты изложения огра
ничимся случаем, когда ^ — гладкое подмногообразие в Rn, 
т. е. разложение (2.3) состоит из одного слагаемого &\ где 
0<А<л—1. 

Пусть сначала &=0, так что £7-=#?0 — дискретное множество 
точек (если 9° не дискретно, то оценка (2.4) не может выпол
няться). Итак ^=={а,-Шп, /==1,...} и бгокрестность точки % 
не содержит других точек аи 8;>0. Тбгда регуляризацию мож
но построить вычитанием из ср(л;) конечных отрезков ряда Тей
лора: 

<&Ф>»2 I /Ш[ф(9-Ф(*у)----. 

a! 
[«{-» [v]—Л w ( e ) 

где 
Я(е)в{6€Я:1Е-ау|>8у/2 vy}f cpe^R"), 

очевидно, 7?е2>' (R*1) и ( & Ф > — J ЩЪ) ф (9 d%> если supp Ф С « , 
так что R&2)' является регуляризацией функции R (I) в смысле 
(2.2). Однако, еще нужно доказывать, что существует R&S\ 

Пример 2.1. Для п = 1 и /?(9»~- можно определить ре
гуляризацию R как главное значение по Коши: для <р(£)6-5*̂ ) 
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< к Ф > = < v. p. у , Ф(|) > - lim \ - p L d%= 

= ^ Ф ( 1 ) - Ф ( 0 ) ^ + Jfifilrfi. (2.5') 

П р и м е р 2.2. Для оператора Гельмгольца / / — Д + со2
г 

o)6R\0 в R* символ Я©==-~III2 + о)2 и grad#(g)——'2£:£0 
при //(g) --=0. Поэтому регуляризацию Rz=——- можно опре-

делить по с|юрмуле /?(i)-=v. р. ,*|2 . ш2« Рассмотрим теперь 
более общий случай, когда 9* = 9>к и 1<&</г —1. Пусть для 
простоты &,*•• компактное многообразие. Для s > 0 обозначим 
8-окрестность 9>k через'&\. Тогда при некотором 8>0 сущест
вует диффеоморфизм h: 9,t-*9fJtxDn'~k, где Dn'k — шар в Rw~* 
радиуса 1 (или е, все равно), переводящий £65?! в A(g)-==(gJ, £D), 
где g*e$4 ĝ -D*""*, А(^*) — ̂ Х{0}. Тогда регуляризацию ./? 
можно построить в виде, аналогичном (2.5): для Фб5-(Н[Л) 

( Л Ф ) = - J /? (g) [фА (Г, 0)~—Фл (g*, О)—.. • 
Уг L • . . . • 

2^ J — 4 + j R (g) Ф©46, 
l - lv l -A * J ^,r t N | a M v l ~ * - - ( € ) 

где 

Отметим, что здесь ^^фл(^- 0) —это производная от Фл.(|*, | D ) , 
взятая в точке go==0, и (g-% 0)6A ($*). 

Поскольку ^--компактное многообразие, то /?65'(КЯ)' 
В общем случае для многообразия s* вида (2.3) регуляриза

ция R&S' (Rn) строится аналогично, с использованием оценки (2.4). 
При этом в окрестности каждой «страты» &*• множества 9> под
ходящие координаты строятся при помощи т. н. а-процесса 
(иначе — разрешения особенности) [52], [57]. 

Таким образом решается проблема регуляризации, и по этой 
же схеме'доказывается теорема 1.3 ([52], [57]). 

2.2. Метод выхода в комплексную область. Такой метод ре
гуляризации применим в тех случаях, когда i?(|) при %Ш яв
ляется сужением в смысле определения 1.11 главы 1 на 91 
функции R(z), голоморфной в некоторой трубчатой области в 
С71, При этом существование регуляризации выводится из леммы 
1.5 главы 1. 
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Не приводя общих формулировок, ограничимся рассмотре
нием конкретных примеров. 

1) Для функции i?(g) = -|~, £6Ч\Д можно определить регу
ляризацию формулами R+ (I) — •> . ^ или ^(g)=-=v_/Q-. При этом 
-Р"1*^±Ш= + £б(±х)==0 при х^О, в соответствии с теоремой 
5.2 главы 2, поскольку R± (£) аналитически продолжается в об
ласть Img^O. 

Следствие 2.1. Для оператора Гельмгольца из примера 2.2 
регуляризацию функции JR (£) = -=г—- можно определить как су-

Я(|) 
перпозицию t + iQ- с £==Я(£) = — |g|2 + o)2, поскольку 
grad tf (g)« - 2 ^ 0 при Я(|) = 0: ^ Э ^ Н 6 | , + ц.±<0-

З а м е ч а н и е 2.1. Регуляризация £+(|) используется для: 
нахождения предельной амплитуды расходящейся волны. Эта 
амплитуда соответствует предельному поглощению и удовлет
воряет условию отсутствия излучения Зоммерфельда (см. [8]„. 
[22], [36]) при со>0. 

2) Для волнового оператора 
П.—^-f l?A. л>0, (2.6> 

символ равен Q (т, £)= — т2 + а2 | | |2 , t€R, geRft« Легко прове
рить, что D(t, J-)^ 0 в трубчатой области Тк* с основанием 
К**=*{($, f])6RxRfe-|-5|>a|ri|}. Эта область имеет две связные 
компоненты К* > в которых $ > 0 или s < 0 соответственно. По
этому можно определить две различные регуляризации 

Из теоремы 5.2 главы 2 следует, что 
%±(t,x)~zF~1(('^—) W o при ±at<\x\. 

Действительно, обозначим К±={(*, х)еЯXRk:±at>\x|}, 
Тогда АГ± — двойственные к К± конусы, и #+ (т, 1) аналитичес
ки продолжается в Т ~*. 

3) Аналогично, для оператора Клейна—Гордона 
Ж^П-^т2, т>0, символ j?'(t, £) —Dfc £) + w2 s^° в Г ^ 
Поэтому имеются две различные регуляризации 

(^Т))±^-^±'°)а+ла|-12+^' ( t > ^ 6 R x R *v 
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и из теоремы 5.2 главы 2 следует, что 
аг±р, * ) e / 7 - i / - J — ) = 0 при + а * < | * | . 

\ЯГ(ъ.6)/± " 
2.3. Метод комплексных степеней Рисса. Грубо говоря, 

идея метода Рисса заключается в том, что .Р^^) —аналити
ческая функция от KQC со значениями в Sr (R.n) при Re^>0, 
и поэтому возникает гипотеза, что функция Ря(£) аналитически 
продолжается^ область ReX<0 и Р"*1^) (значение продолже
ния функции Рк при Я=-= — 1) является регуляризацией фор
мальной функции «=—. 

^ Р(1) 
Оказывается, эта гипотеза справедлива с некоторыми уточ

нениями. А именно, 
1) Р%(1) продолжается до мероморфной функции от ЯбС со 

значениями в <S'(R") и 
2) регуляризацией - — является регулярная часть меро

морфной функции Р** при %= — 1. 
Сформулируем точно имеющиеся в этой области результаты 

([4], [5], [18]). 
Пусть Р (I) — вещественный многочлен от £6Rra. Тогда при 

Re X > 0 определим 
••px/gv./^©'прия'(б)>о, ; 7 

• ^ w 1 ( ^ 1 ) я | Р @ | я п р и / > а ) < 0 , ^ 
где (—1)-̂ —произвольная ветвь, например (— l)% = e^ni; под
разумевается, что а% = еШа при а > 0 . Отметим, что при 
£еЛ>0 и £=0 , 1,2, 3, . . . 

^ W © - P * ( S ) ^ © . 66R\ (2.8) 

При ReA>0 функция Р я (£) непрерывна и по ней можно 
построить распределение gS^R"). Отметим, что 

'£*•(£)-И при Л-^0, ИеД>0. (2.9) 
Через Р^ обозначается функция 

+ ( У * | 0 , Р ( | ) < 0 . ^ ' ш ' 
В [4], [5] доказана 
Теорема 2.L 1) Функция Р\ (и |Р|Я) из области Re Л> О 

продолжается до мероморфной функции от ЛбС со значениями 
в S'(Rn). 
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2) Множество полюсов XI функции Р+ (и \Р\Х) от Я являет
ся объединением конечного множества арифметических 
прогрессий. 

Доказательство этой теоремы использует о-процесс для раз
решения особенностей алгебраического многообразия 9 
(см. (1.17)). В [4] имеется упрощенное доказательство, не 
использующее а-процесса. 

Из теоремы 2.1 вытекает также мероморфность аналитичес
кого продолжения функции Р \ поскольку, ввиду (2.7), (2.10), 

рк=р\ + (_ if (_р)\ при Re % > О, 
Таким образом, Рх при аналитическом продолжении из области 

Re^,>0 имеет в точке Я= —-1 изолированный полюс конечного 
порядка N или регулярна (тогда N*=0): 

^)==2,7^+&®' < 2 Л 1 > 
где r&S'(Лп), а ./^(^-—аналитическая функция от X в некоторой 
окрестности точки %= — 1 со значениями в S^R"). 

Предложение 5.1. Функция JR_X(QGSV(Rn) является 
регуляризацией формальной функции ---— и 

. £ ( 0 - / Ы б ) - 1 . £6R", (2.12) 
где равенство понимается в смысле обобщенных функций. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (2.9) и (2.8) следует, что 
Р(|).ря(^) = Р я + 1 ^ ) ^ 1 при Х - > - 1 , R e ^ > - 1 . (2.13) 

Отметим, что это равенство справедливо в смысле S'(Rn) при 
всех Х€С, кроме ХбП, в силу единственности аналитического 
продолжения. Но из (2.13) и (2.11). вытекает, что 

ЪР{1>гк(1) +р(1)%я(%)^1 при Л - + - 1 , R e b > - 1 . 

Это возможно лишь если 
P(E).r,(g)=0, geRrt.vA-1...-, ^ и-Р(6).^1©-1.-

§ 3, Уравнения в вмпуклом конусе- Операционное исчисление 
3.1. Уравнения в конусе. Пусть /С— (выпуклый) замкнутый 

.конус в R\ т. е. K+KczK и tKczK V ^ O , и пусть К не содер
жит прямых. Рассмотрим дифференциальное уравнение (ОЛ) в 
К. Точнее, в классе функций с носителем в /С: 

P(dx)u(x)^f(x), x£R\ (3.1) 
где 

/65^(R»)si{/e5':supp/cK). 
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Решение и также будем искать в S'K. Тогда, по теореме 5.2 
главы 2, функции u(Q и /(g) аналитически продолжаются в Тк* 
и тождество (1.13) также справедливо в Тк*: 

P(z)u(z) = f(z), *67V. (3.2> 
Сформулируем необходимое и достаточное условие разреши

мости уравнения (3.1) в классах S'K(Rn). Обозначим 
Vr={zeCn:P(z) = 0} и VK*^V()TK*. (3.3) 

Также обозначим через £fK*(P) идеал в кольце голоморфных 
функций в 7V, порожденный многочленом Ф (z). 

Главное наблюдение состоит в том, что, в силу (3.2), 
f(z)=0 при \.zeV** (3.4) 

Более того, из (3.2) вытекает, что 
f(z)6CfK*(P)- (3.5) 

При помощи теоремы 5.2 главы 2 и метода доказательства 
леммы 1.1, доказывается 

Теорема 3.1 ([12], [28]). 1) Для того чтобы уравнение (3.1) 
имело решение иб-з^ необходимо и достаточно, чтобы выпол
нялось условие (3.5), т. е. чтобы функция f(z)!P(z) была 
голоморфной в Тк*. 

2) Если grad P (z) Ф 0 при всех z&VK*, кроме аналитического 
подмногообразия в 7>* коразмерности >2, то условие (3*5) экви
валентно (3.4). 

Пример 3.1. Пусть п=2 и K^{xeR2:xt>09 х2>0}— 
первый квадрант плоскости. Тогда для разрешимости уравнения 

ДЙ(Л:)—u(x)=f(x), JC6R2, (3.6) 
в классе u(*S'K при /6S'K необходимо и достаточно, чтобы 

/(*» ~2)=0 при z*+zl+l = 0,.]mzi>0, 1тг 2>0. (3.7) 
Далее, рассмотрим уравнение (3.1) в классах экспоненциально* 

растущих распределений и, /в@>'Ек=£>'Е(&п)Г\£>г
к (см. опре

деление 5.2 главы 2). Тогда, по' теореме 5.3 главы 2, функ
ционалы #, /62? являются голоморфными функционалами в об
ласти Тк* при некотором достаточно большом #>0(см. формулу 

JR 

(5.9) главы 2). Обозначая голоморфные локальные плотности 
функционалов и и / также через u(z) и J (z\ мы из (3.1)* 
в силу предложения 4.2 главы 2, получаем тождество (3.2) 
в области Г„* вместо 7>*: 

P(z)a(z)^f(z)i z£TK*. (3.8} 
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ч ' ' ' ' 
Поэтому условия (3.4) и (3.5) также выполняются при замене 

К* на K*R при достаточно большом /?>0. 
Аналогично теореме 3.1, при помощи теоремы 5.3 главы 2 р 

метода доказательства леммы 1.1, доказывается 
Т е о р е м а З.Г |) Для того чтобы уравнение (3.1) при 

f£3)'EK имело решение иЬ2УЕк, необходимо и достаточно* 
чтобы выполнялось условие 

f(z)e£fK* (Р) при некотором # > 0 . (3.9> 
у? 

2) Если grad Р (z) ф 0 при всех zeVK* =з V П Тк* - кроме под
многообразия в Тк* коразмерности >2, то условие (3.9) экв№~ 
валентно условию 

/ ( z ) = 0 при z£VK*. (ЗЛО) 

Здесь Ук* (Я) — идеал в кольце голоморфных функций в Г„*» 
порожденный многочленом P(z). 

3.2. Операционное исчисление. Возьмем п=1 и K=R+ = 
=={xeR:x>0}. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное 
уравнение (0.1) на полуоси 

m 

p ( i r ) t t ( x ) ^ (ЗЛ1> 
где / (х)6®'Е (R+). 

Для простоты изложения предположим, что / (x)QC (R+) и 
&(x)6Cw(R+). Чтобы однозначно определить решение и(х), за
дадим начальные условия 

.и(0+)-йР,.. . ,«(^х>(0 + )^ая^1- (3.12> 
Решим задачу Коши (3.11), (3.12) при помощи преобразова

ния Фурье. Преобразование Фурье для функций с носителем в 
•'JR+ иногда называют преоб разовйтем Фурье—Лапласа. Чтобы 
применить преобразование Фурье к уравнению (3.11), продол
жим его на всю ось jegR: * 

i 

Здесь приняты обозначения 

т—1 

• 1 р[^)щ(х)~-1/(х)^/0(х)+^ьк(ит)ьт(х), .*eR. (з.1з> 
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/o(*Ho. x<0; ^(0)^(^...,^), (ЗЛ4) 
-я bk(U(0))~- константы: из формулы (1"Л0) главы 1 вытекает, что 

Уравнение (3.13) представляет собой задачу вида (3.1). 
Предположим, что и{х) и f (х) при х-> + оо имеют рост 

не выше экспоненциального: 
•\и(х)\<Сгев*, \f(x)\<C2eBx

1 JC>0. (3.15) 
Тогда, по теореме 5.3 главы 2 (формула (5.10) глава 2), 

оо 

и0 (z)» j eizxu (x) dx, 
оо 

' f0(z)*=[eizxf(x)dx при lmz>B. (3.16) 
о 

'Заметим, что в рассматриваемом случае i^*=R+={56R:s>0}, 
так что 7>=феС:1т£>0} и К%={seR:s>R}, T * =--{z6C: 
?Im2;>i?}. Поэтому из (3.13) вытекает, согласно (3.8), что 

т—1 
Р Й Й Ь ( 2 ) - ? / ( « ) - / О ( « ) + 2 ** . ( - '«)*при1тг>£. (3.17) 

А-=0 

Отсюда находим локальную плотность щ(г) функционала щ^ 

щф^11М- при lmz>3. (3.18) 

Однако функционал ~u$Zr (С), определяемый этой плотностью 
в области lmz>R является, по теореме 3.1', преобразованием 
Фурье от распределения uQS>f'JS^.B том и только в том слу
чае, когда u0(z) голоморфна при lmz>R, т. е. выполняется 
условие (3.9). 

Многочлен P(z) имеет m нулей (считая с кратностью) 
Я (г*)—О, Л —1,...,/ю, z*eC. (3.19) 

Поэтому Я (2) =т̂  0 при Im z > М == max Im г*, так что условие (3.9) 
\ выполняется при i?>max(M, 5). 

Итак, по теореме 3.1', уравнение (ЗДЗ) имеет решение 

•. Щ^Р~1(Щ(г)\гт*>т*х(М.*))* (3.20) 
где щ&) находится по формуле (3.18), и щ(я) единственна при 
условиях (3.15). Проще всего выглядит решение щ в случае, 
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когда /(JC)S=0, а корни ^ — простые, т. е. zt^Zj при ьф}~ 
А именно, тогда формулу (3.18) можно преобразовать к виду 

Отсюда получаем, аналогично формуле (5.13) главы 2» что 
m m 

щ(х) = 2 *k (U{o)) 9 (х) eriz^^Hi (x) - 2 d* (um) e^v- x > °-

(3.22) 
В общем случае находят щ(х) из (3.18) при помощи таблиц 
для преобразования Лапласа ([25], [45]), которое отличается 
от преобразования Фурье —Лапласа заменой z>-+$= —iz. 

Отметим, что если мы хотим найти решение и, для которого t 
\u(x)\<CeDxy JC>0, то плотность u0(z) должна быть аналн-1 

тична при Imz>D. Поэтому, из (3.17) вытекает необходимость* 
условия 

If (Zk)—0 при Im zk > D. (3.23)̂  
Это условие также и достаточно, если корни Zu простые 
1тгифО V£, и / я * 0 . Если же корень zk имеет кратность vk> 
то условие (3.23) нужно заменить на 

lf{3)(zk)*=*Q при. Iffl^>£),'. у « 0 , . . / , У Л - - 1 . """; 
Это условие на й°, .*,,йт"1 при / — 0 необходимо и достаточна 
для существования решения и (х), для которого \u(x)\-*CceDjc 

при хуО, если ImZk^D Vk. 
Пример 3.2. Рассмотрим задачу 

tf(x)—Zttf(xy^09 J C > 0 ; й (0+) = 1, .а'(0-Ь)—2. 
Тогда уравнение (3.17) принимает вид 

(~z2+3iz)u0(z)=—iz~l, Im2>3. 
Отсюда находим 

»о(г)~^Ё^~Т+?=Ж> Imz>3 ; 
• 

А - - , - 5 = у и, согласно (3.22), 

a,-(.x)==-j8(--;)+|-e(x)gto{Rightarrow}«(x)=y+|-e3jc при л > 0 . 

3.3. Дифференциально-разностные уравнения на полуоси* 
[25], [45]. Рассмотрим уравнение с запаздывающим аргументом. 
на полуоси -x>0: 
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%p>tfik4x-r-hd-f.(x), x>0, (3.24) 

T№ РтФ® и hk>hm=0 при 0 < ^ < m — h Предположим, что 
/(^удовлетворяет условию (3.15). В качестве начальных 
условий можно наложить требование 

и(х)=0 при JC<0 , ae^%nC m (R) . 
Заметим, что (3.24) является уравнением в свертках 

(Я*й)(х) = / 0 Й) , x6R, 
Где (3.25) 

т 

Р {*)**% РА™ (*-**>. 
Поэтому, из (3.15), поI теореме 6.2 главы 2, следует, что, ана
логично (3.8), 

P{z)-u{z) = f{z), lmz>B. 
Здесь . / 

т 

~P(z)^Pk{-iz)keihkz, zeC, 
Л----0 

-—символ оператора свертки (3.25), равный преобразованию 
Фурье от «сверточного ядра» Р(х). Поскольку рт=£0, hk> 

>А^—=0 при Kk<m-1, и \eih#\=e-k*lmz, то 
\P(z)\>c\z\m при Imг>М 

при некотором с > 0 для достаточно большого .М>0. Отсюда 
вытекает, что частное 

я (z)=£-£-- при Im2:>J?-=max(M, В) 

удовлетворяет оценкам вида (5.11) главы 2. Следовательно, по 
теореме 5.3 главы 2, аналитический функционал ~u(z)\imz>lR 
является преобразованием Фурье от распределения и^.3) Ещ, 
ш удовлетворяет уравнениям (3.24) и (3.25). 

§ 4. Распространение особенностей и гладкость решений 

4.1. Характеристики дифференциальных операторов. Обозна
чим через Рт главную однородную часть оператора Р из (0.1): 

|o|-=m 

382 



Рассмотрим сначала уравнение (0.1) с таким однородным опе
ратором Рт в случае f = 0: 

Рт(д*)и(х)=0, хтп. (4.2) 
Найдем решения этого уравнения, имеющие вид плоских волн: 

и(х) -=о> (£•*), xGR"; 16R»*\0; ^ = £ i * i + . . . +£«*», (4.3) 
где w&3)'(R). Для этого подставим (4.3) в (4.2): 

Pm{dx)w{lx) = wW{lx)^ M a = 0. (4.4) 
|а|—т 

Отметим, что Рш (£)=== 2 Pala=imPm(l)- Из (4.4) вытекает 
Предложение 4. U Функция (4.3) удовлетворяет уравне

нию (4,2) при VwQ£Dr (R), если ковектор 1<гЯп* \ 0 удовлетворяет 
характеристическому уравнению 

Я.(^2м а =0^Р т Ш-=0. (4.5) 

О п р е д е л е н и е 4.1. 1) Ковектор £6Rn*\0, удовлетворя
ющий уравнению (4.5), называется характеристической (ко)нор-
малью уравнения (0.1) (или оператора Р(дх) из (0.1)). 

2) Множество К всех характеристических нормалей £€Rn*\ 
\ 0 называется характеристическим конусом оператора Р: 

/С -ееЙ я * \0 : Pm-O-0}. (4.6) 
3) Гиперплоскость 1х0 = &еТХоЖп: < g, v > =0} в 7\eR", назы

вается характеристической плоскостью уравнения (0.1) 
в точке JC0, если ковектор |6R/2*\0 является характеристической 
конормалью уравнения (0.1). 

4) Гиперповерхность SP класса С1 в Rn называется характе
ристической в точке яр» если ее касательная плоскость в точке 
я0 является характеристической, и характеристикой уравнения 
(0.1), если 9 характеристическая в каждой своей точке. 

Пример 4.1. Плоскость {xbRn : (я—х0) -|=0} в Rn — харак
теристика, если %&К. 

Следствие 4.1. Для любой характеристики вида {x;€Rn : 
{х—х0)-1==0} уравнения (4.2) существуют решения и(х) урав
нения (4.2), разрывные на этой плоскости. 

Например, U(X)-Q((X—XQ)*1)' является функцией вида 
(4.3), удовлетворяющей (поэтому) уравнению (4.2). 

Замечание 4.1. Сделаем в R* линейную замену коорди
нат х=*Су. Пусть плоскость ул==0 является принтом характе
ристикой уравнения (4.2), т. е. ковектор 10*=*(С lY (Q, . . . , 0 , 1) 
является характеристическим,. Тогда в новых координатах у 
символ оператора Рт согласно формуле (2.15) главы 2, равен 
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(Рт)с (ч) - Рт ((С-Ул) при r)6R*. Поэтому 
(ЯJc (0, . , . , О, 1) ~*Рт ( у - 0. (4.7) 

Но ( Р ^ с (О, *.., 0, 1)—-это коэффициент в операторе (Рт)с(ду) 
при д™пи(у). Поэтому из (4.7) вытекает, что в новых координа
тах у уравнение (4.2) имеет вид 

^Яадуис{у) = 0, yGRn. (4.8) 
a^</w 

Отсюда хорошо видно, почему решения уравнения (4.2) могут 
иметь разрывы вдоль характеристических гиперплоскостей уп = 
=const. Действительно, уравнение (4.8) не содержит старшую 
производную д™п в направлении, трансверсальном к этим пло
скостям, зато каждое слагаемое в (4.8) содержит хотя бы одну: 

производную по касательным переменным уи . - . , уп-ь Поэтому 
уравнению (4.8) удовлетворяет любая функция, постоянная на 
гиперплоскостях у^ = const, в частности, любая такая разрывная 
функция. 

П р и м е р 4.2. Для волнового оператора (2.6) характеристи
ческое уравнение (4.5) имеет вид 

%2=а2\Ъ\\ (т, i)6RxR f t. (4.9) 
Оно определяет коническую поверхность К в RA+1. Плоская 
волна 

(u(t, x)=Q[at—xl)=Q(a9 — 1 , 0 , . . . , 0) • (/, *)) , (4.10) 
где 

(а, - 1 , 0 , . . . , 0)€#, 
бежит в направлении оси х\ со скоростью а и ее фронт нахо
дится на плоскости 

F={x^at} = {fl,, -1,0, ...,0)£. (4.100 
О п р е д е л е н и е 4.2. Оператор Р(дх) называется строго 

гиперболическим по Петровскому по переменной хп, если ха
рактеристическое уравнение (4.5) при Vi ' - ^C i i , . . . , |n-i)^ 
GR^XO имеет m различных вещественных корней | л - = т Д | ) : 
Рт(-т^Ро,...ЛгП)(-1Г(1п-^ (Г))-- Л1п-*т{Ъ% № , .'(4-11) 

Например, волновое уравнение (2.6) и уравнение (2.7) гла
вы 1 являются гиперболическими по /. 

4.2. Волновые фронты, бихарактеристики и распространение 
особенностей. 

О л р е д е л е н и е 4.3. Через Cfiar P обозначается - множество 
всех характеристических конормалеи оператора Р- «выходящих» 
из всевозможных точек x€Rn; 

CharP={(x, g)er*R"\0*: xGR", P m © - 0 } . (4.12) 
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Здесь T*Rn— кокасательное расслоение к Rn, a 0* —его нуле
вое сечение. Очевидно, Char РжЦпхК (см. 4.6)). Например.» 
для волнового оператора (2.6) 

Char D=*R*+IX#\ где /Г—{(-t, g)6RXR*: ^ c r f j i p } . (4 Л 2') 
Центральную роль в современных исследованиях особенно

стей решений дифференциальных уравнений играет понятие 
волнового фронта обобщенной функции. Для и(х)£3)' (Rn) 
волновой фронт WF(w) в точке x€Rn это, грубо говоря, множе
ство всех направлений I^T/R71, по которым и(х) не является 
гладкой. 

Определение 4.3. Точка (*0, go)--^*R"\0* не принадле
жит WF(tt), если существует такая функция X (х)бС(Г (R71)» что 
X(*o)-£0, и для ViV 

l ^ g ) ^ ^ ^ ^ ДРИ56Г^ (So), (4ЛЗ> 

где Г-(go) —некоторая коническая окрестность точки £0 в Rn~ 
Соответственно, WF(a) состоит из всех остальных точек (xot, 
go)6T*Rn\0*, для которых таких % и Г*(£о) нет. 

Очевидно, WF[u) —замкнутое множество в T*Rn\0 и 
singsupp u = riWF (и), (4.14) 

где ах — проекция F*Rn на Rn. 
Смысл понятия волнового фронта раскрывает следующая 

лемма. Пусть U&S' — вещественная обобщенная функция, т. е. 
<И,."Ф>=-<Ы, cp>V(pu2>(Rn). Тогда справедлива 

Лемма 4.1. Если (х0; (1, 0,.*,, 0))Ш¥{и), то существует 
функция x(^)^Co°°(Rn)» Для которой %(х0)Ф0>я 
%(x)u(x) = v(xu х^С^^Ю'^г1)), х'Щх2,...,х^(4.Щ 
т.е. v(Xu •)—гладкая функция от параметра ххвЯ со значе
ниями в 2D' (R""1), и 

(%(x)u(x),^(x))^] (х)(хг; .),Ф(*1, -))dxx УФе® (R«). (4Лв) 
— 0 0 

Пример 4.3. Волна и из (4.10) разрывна на фронте F (см* 
(4.10/)) и WF(u) совпадает с расслоением NF нормалей к F: 

WF{u)~NF^{({x, *). (i, T))6Rfc+1xR*+1:,(x, t)*Ft 

(!, x)±F}. (4.17) 
Отметим, что WF (и) czNF очевидно, по определению 4.3, а 
включение NFczWF(u) вытекает из леммы 4.1. 

Пример 4.4. Поскольку %(х)8(х—х0)=%(х0)6(х — х0) щ 
Fib(x—x$~zeix°t, то 

Шф(х-х0))^хоХ(Ъп\0). (4Л8) 
185 



Т е о р е м а 4.1. ([38], [55]). Если иьд)'(Ц*) —решение 
уравнения (2.1), то 

WF(^)c=(CharPUWF(/)). (4.19) 
Грубо говоря, решение и(х) не является гладким в точке х 

по направлению |6.Tx*Rn только тогда, когда либо f (x) не глад
кая в направлении | , либо оператор Р «характеристический» в 
этом направлении. 

П р и м е р 4.5. Для волны (4.10) 
WF(w)-=NFc=CharD = RA+1XiC. (4.20) 

Включение здесь вытекает из того, что нормаль к F можно 
вычислить по формуле (т, | ) ==grad(a/—Х\) = (1, 0 , . . . , 0, —а), 
т. е. т = .—а, ; |=(1 , 0,.... ,-0), откуда следует (4.9). 1аким обра
зом, включение (4.19) для волны (4.10) действительно справед
ливо. Отметим также, что здесь W F ( / ) = 0 , т. к. / = 0 . 

Для более тонкой характеризации особенностей решения и 
уравнения (0.1) служит понятие бихарактеристики уравнения 
(0Л). 

Предположим, что старшая часть Рт уравнения (0.1) имеет 
вещественные коэффициенты. Рассмотрим гамильтонову сис
тему в T*Rn с гамильтонианом Я (Л:,, 1)^Рт(1)=Рт(Щ): 

Ji(,)——^=-gradPm(i) , 
}|(5)--я;-о, зек. < •' 

Очевидно, решения этой системы—прямые 

1 б ( 5 ) ^ - ф ' 1 б о / ~ 1 So Г seR' ДЕо-6(0). ( 4 ' 2 2 ) 

Как известно (и хорошо видно из (4.22)), гамильтониан 
Н(х, |)=Р™(£) сохраняется вдоль траекторий (4.22). В част
ности, множество CharP инвариантно относительно гамильтоно-
ва потока Ф3) s&R, системы (4.21). 

О п р е д е л е н и е 4.4. Бихарактеристиками (или бихарак-
теристическими полосками [43], [49]) уравнения (0Л) называ
ются кривые в 7*Rn — траектории гамильтоновой системы 
(4.21), лежащие в CharP (т .е. на которых символ Рш{&) обра
щается в нуль). Лучи уравнения (0.1) —это проекции его би
характеристик при отображении j t : r*Rn---HRn. 

Т е о р е м а 4.2 ([38], [55]). Пусть старшая часть Рт уравне
ния (0.1) имеет вещественные коэффициенты и пусть Рт яв
ляется оператором главного типа, т. е. 

gradP,»(6)-9*0 при Pm (£)=0, 6€R»\0. (4.23) 

Тогда, если /(*)C°°(Rn), то WF(u) —подмножество в CharP, 
инвариантное относительно гамильтонова потока фа, sGR, сис
темы (4.21). Иными словами, если (х0, £0)£WF(tt), то (*<>, Ы б 
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•€CharP и вся бихарактеристика (4.22) также содержится в 
"WFH. 

Грубо говоря, особенности решения и(х) уравнения (0.1) 
распространяются по бихарактеристикам. Отметим, что усло
виям теоремы 4.2 удовлетворяют, например, уравнения (2.6)г 
(2.7), (2.10) и (2.11) из главы 1. 

Замечание 4.2. При условии (4.23) проекции на Rx би
характеристик (4.22) уравнения (0.1), т. е. его лучи, являются 
грубо говоря, пересечениями всех «бесконечно-близких» друг 
к другу характеристических плоскостей ^ с характеристически
ми нормалями |, близкими к g0. Действительно, если РтИо)^1® 
т |0-7^О, *ю плоскость (10)Хо в RJ, проходящая через х0 и орто
гональная g0, является, по определению 4.1, характеристической 
для уравнения (0.1). Поверхность K^{%£Rn:Pm(%)==0} является 
гладкой в точке g0, ввиду (4.23), и вектор gradPm(£0) орто
гонален к TiuK. Но К —коническая поверхность, поскольку 
Рт{1)—однородный многочлен. Следовательно, loBT^K, так 
что gradPOT(£0)__£o- Это вытекает также из формулы Эйлера: 
|0.gradPm(g0)—-/^P»(|0)=O. Поэтому 

| - g r M P m ( E 0 ) = ^ ^ 
при ШК и g->£0. (4.24) 

Отсюда вытекает, что 

(11, gradPO T(y)=O(|^g0p) при ЫК, 6-+So. (4.240 
где в левой части стопит угол между характеристической гипер
плоскостью 1± с нормалью £, близкой к |0, й вектором 
gradPm(g0). Остается заметить, что gradPOT(l0) является на
правляющим вектором проекции бихарактеристики (4.22) на RJ» 
а (4.240 означает, что вектор gradi^go) «лежит в g-̂  с точ
ностью до О (| £ —6оР> ПРИ Е-АГ, £->|0-

t О п р е д е л е н и е 4.5. Коническая поверхность 
Кх.-С1шРПГхК* (4.25) 

в* T*xRn называется характеристическим конусом уровне-
№я (0Л), в точке JC0; коническая поверхность Qx* ® TxJln, 
определяемая формулой 

Qx.^{veTxR*:v = sgt8UPn(Q, 1ЪКх.у$еЩ, '"' (4.26) 
называется характеристическим коноидом [43], [49] уравне
ния (0.1) в точке х0. 

З а м е ч а н и е 4.3. Поверхность QX9 при условии (4.33) обра
зована нормалями к касательным плоскостям поверхности КХп. Ко-
яоид QXo является грубо говоря огибающей поверхностью для се
мейства характеристических гиперплоскостей 1Хй, проходящих через 
точку ^.Действительно, из (4.24) вытекает, что £-feradPm(go)— 
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-gradPm( i ))=0 ( | i - i012) при g0, &К и |0{to}i, т. е. грубо говоря^ 
Ц касается поверхности QXo по прямой {s grad Pm (i|), 56R}czQXo,,. 

Теорема 4.2 допускает обобщение на случай негладких 
функций f(x). 

Т е о р е м а 4.2' ([38], [55]). Если оператор Р удовлетворяет 
условиям теоремы 4.2, то 

(WF(a)\WF(f))cCharP' . (4.27) 
и если (x0f |o)^WF(w)\WF(/), то WF(u) содержит также пере
сечение бихарактеристики (4.22) с компонентой связности от
крытого множества f*Rn\WF(f) содержащей точку (х0, go). 

Например, WF(6)-=0X.(Rn*\0) согласно (4.18). Поэтому из: 
теоремы 4.2' для f(x) =б(х) вытекает 

С л е д с т в и е 4.2. Пусть оператор Р удовлетворяет услови
ям теоремы 4.2 и <8{х) —любое фундаментальное решение опе
ратора Р. Тогда если (х0, |o)^WF(a>)\[0xRn*\0)] и прямая 
{*o+gradP(g0)°s, 56R) в Rn не проходит через точку х=0, то 
она вся содержится в singsupp<g\ Если же эта прямая прохо
дит через точку х=0, то в singsupp^ содержится, по крайней" 
мере, луч, содержащий точку х0. Таким образом, sing, supp<T 
является проекцией на Rn некоторого семейства бихарактери
стик и половин бихарактеристик оператора Р. 

§ 5. Гладкость решений эллиптических уравнений. 
Гипоэллиптичность 

5.1. Гладкость обобщенных решений эллиптических уравне
ний. 

О п р е д е л е н и е 5,1. Оператор Р(дх) называется эллипти
ческим, если 

Рт(&¥*0 при 66ЯЯ\0, (5.1^ 
т. е. оператор Р(дх) не имеет (вещественных) характеристик: 

CharP = 0 . (5.10 
Пример 5.1. Оператор Лапласа в R" —эллиптический, по

скольку А (I) = — 1112 Ф 0 при g6Rrt\0. Аналогично, оператор-
Гельмгольца Н—Д + со2 — эллиптический, поскольку Й2 {£) ** 
= -U!2=^0 при |6R r t \0. 

Оператор Коши—Рамана - ^ = у ( ^ + *—) на плоскости* 

R2 — эллиптический, т. к. его символ + у ( — ̂  + ц)ф0 прш 
(6*. ti)6R2\0. 

П р е д л о ж е н и е 5.1 ([11], [55]). Порядок т эллиптическо
го оператора Р(дх) — четное число, если /г^З. 
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Отметим, что для операторов Р(дх) с вещественными коэф
фициентами это предложение очевидно при всех / г^2 . 

3 а м еч а н и е 5.1. При fi=l все уравнения вида (0.1)—эл
липтические, если только Р(дх)Ф0. 

Т е о р е м а 5.1. Лемма Вейля, [38], [70]). Если в уравнении 
(0.1) оператор Р(дх) эллиптический, a f(x)£C°°(Q), где Q — 
некоторая область в Rn, то также u(x)^°°C(Q). 

Отметим, что sing suppf = singsupp Paczsingsupp и, а из 
теоремы 5.1 вытекает обратное включение. Поэтому теорема 5.1 
эквивалентна равенству 

singsupp u=singsupp/ (5.2) 
для эллиптического оператора Р(дх). 

З а м е ч а н и е 5.2. Если оператор Р не эллиптический и, на
пример, однородный, т. е. Р=Рт(дх)у то равенство (5.2), вообще 
говоря, не выполняется. Действительно, если Р т (?о)=0 для не
которого £o£Rn\0, то однородное уравнение Рт(дх)и{х) =0, 
jc&Rn, имеет разрывные решения согласно следствию 4.1. 

З а м е ч а н и е 5.3. Теорема 5.1 является частным случаем 
теоремы 4.1. Действительно, если оператор Р эллиптический, то 
CharP = 0 поэтому из (4.19) вытекает, что 

WF(u)=WF(f). ' (5.3) 
Отсюда, ввиду (4.14), получаем (5.2). 

5.2. Гипоэллиптические операторы. Оказывается, равенство 
(5.2) выполняется не только для эллиптических операторов. 

О п р е д е л е н и е 5.2. Оператор Р(дх) называется гипоэл-
липтическим, если для любого решения и(х) уравнения (0.1) 
справедливо равенство (5.2). Иначе: из гладкости f(x) в неко
торой области Qc=Rn следует гладкость решения уравнения 
(0.1) в той же области. 

Гипоэллиптичность оператора Р(дх) оказывается связана с 
достаточной удаленностью комплексных нулей символа P(z) от 
вещественного пространства. А именно, обозначим 

К с (Р)={геСл: Р (z)—0}. (5.4) 
Т е о р е м а 5.2 ([37], [69]). Оператор Р(дх) пщоэллиптиче-

ский тогда и только тогда, когда на алгебраическом . многооб-
разиии (5.4) 

| Imz |>A|Rez l x —В при некоторых Л>0, В, xGR, (5.5) 
или, что эквивалентно, 

|Im2|->oo при z%Kc{P) и |Rez|-Mx>. (5.5') 
Оказывается, возможно охарактеризовать гипоэллиптические 

операторы также по поведению их символа в вещественной об
ласти: 
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Т е о р е м а 5.3 ([37], [69]). Гипоэллиптичность оператора 
Р(д*) эквивалентна каждому из следующих двух условий: 

И т я < * + 6 ) ^ 1 при увтп; (5.6> 

• -Нш- J = 0 при vy = l, . . . , я. (5.6'> 
ЦКоо P ( g ) 

ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТЬ также просто связана с гладкостью фун
даментальных решений. 

Если оператор Р гипоэллиптичен, то, по определению 5.2, 
любое его фундаментальное решение <8}{х) —гладкое при хфОь 
т. к. 6(х) —гладкая при хФО: б(*)=0 при хФО. 

Из леммы 2.2 главы I следует, что верно и обратное. 
Т е о р е м а 5.4. Если уравнение (0.1) имеет хотя бы одно 

фундаментальное решение &(х)> гладкое при хФО, то оператор 
Р(дх) гипоэллиптичен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / (х)в2)' (Rn) и / |Q6C°° (Й), где 
Q—область в R7*. Возьмем любую точку х0Ш и функции 
Ф, Ф и ср такие, как в формуле (2.18) главы 1, и cocsuppqpcQ. 

Тогда из формулы (2.21) главы 1 следует, что 
Й ( Х ) = - ^ * Ф / ) ( Х ) - ~ ( ^ * Я - Ш ) ( Х ) прихбсо. 

Отсюда вытекает, что и(х)вС°° при xgco. Действительно,. 
ф/бСо°(Ел) и, согласно формуле (1.58) главы 1, 

sing supp <.?*P^c{0}+ supp w= suppw, 
a supp w не пересекается с со. 

С л е д с т в и е 5.1. При /г=1 все операторы РФО вида (0.1) 
являются гипоэллиптическими, поскольку все фундаментальные 
решения (2.15) главы 1 —гладкие при хФО. 

Глава 4 

ФУНКЦИЯ Р+к ДЛЯ, МНОГОЧЛЕНОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ К ПОСТРОЕНИЮ 

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 

В этой главе мы сначала в §§ 1, 2 изучим аналитическое 
продолжение функции Р+

х для многочленов Р(х) второго (и 
первого) порядка. Затем при помощи этого аналитического 
продолжения мы построим в §§ 3—5 фундаментальные решения 
для уравнений второго порядка с невырожденной квадратичной 
формой произвольной сигнатуры с любым числом независимых 
переменных. 
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В частности, будут получены все фундаментальные решения 
(2.6'), (2.7'), (2.10') и (2.11') главы 1. Построенные в §§ 3—5-
фундаментальные решения являются инвариантными относи
тельно группы ортогональных преобразований, сохраняющих 
главную часть уравнения: они являются функциями от «ради
уса» в (вообще говоря) индефинитной метрике, связанной с 
уравнением. В частности, фундаментальные решения (2.7') гла
вы 1 уравнения Клейна—Гордона (2.7) главы 1 оказываются 
аналитическим продолжением бесселевых функций от интервала. 
Лоренца по номеру бесселевой функции. 

§ 1. Функция Р+
к в случае, 

когда Р—вещественная линейная функция 
1.1. Аналитическое продолжение по X. Если P(x)=piXi + ..« 

.. .+рпХп+Ро и P(x)#const, то, произведя аффинную замену 
переменных, можно считать, что Р(х) =хх. Поэтому остается рас
смотреть одномерный случай, когда /г= 1, и (см. формулу (2.10) 
главы 1) 

< Р ^ ( Х ) , Ф ( Х ) ) = (х\, Ф ( х ) ) ^ 
оо 

== J х*Ф (х) dx v<p6-2(R), Re).>— 1, (1.1> 

Этот интеграл сходится и аналитически зависит от X при Re^> 
> ~ - 1 . • • ' " • 

Т е о р е м а 1.1. Функция %~+х^, голоморфная как отобра
жение области Re?.>—1 в 2)'(R)y продолжается до мероморф-
ной в смысле [18] функции от ЛвС со значениями в Я)'-(К). Она 
имеет простые полюса в точках Я=—1, —2,. . . и вычеты 

r e s 4 - - ( ^ , 8 t 1 ) W . A - 1 . 2 . . . . . (1.2> 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вычитая из Ф(Х) ряд Тейлора с цент

ром в х = 0 получаем при ReХ>~—1 для v<P6-25(R) 
00 1 

(х^., Ф (х) >:--—-J х % ^ ^ 

•.. - ^ / ^ f f ^ 1 ] dx + ]x^{x} dx+<p (0) J x^dx+ . . . 
• -.. ' Ч-Ф^1-)- (6> ̂  7 ^ 5 i 0-3) 

0 

1 

Интегралы j . . . . . . . легко вычисляются: 
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J 
1 

о 

Очевидно, первый интеграл в правой части (1.3) —голо
морфная функция при 1?еЯ>— k— 1, второй интеграл —при всех 
А£С, а сумма остальных имеет простые полюсы в точках Я= 
-=—Л с вычетами у**-1*(0)}(k—1)!. 

Другое доказательство: при Re Я>—1 

о о"1 ':. •. 
оо 

(* + i A . ( * + * ) ? w (*)**• (1.5) 
О 

Следовательно, функция 
оо 

<(M-1)..<(M-*)*J> <?(*)> =*(—l)*$xb+*<f<*)(x)dx (1.6) 
о 

голоморфна по Я при ReX> — k — 1, и 
с» 

«• <*-w>- (-4.,...(-„ - О - - - о-ч 
С л е д с т в и е 1.1, Сделаем в х^ подстановку x = h(y)= 

в | г / | 2 _ ш 2 , Где r/eR", o)6R\0. Поскольку /singsuppjt*—{0}, 
a gra<U(z/)^0 при |*/|2 = о)2, то (h{y))^(\y\^^^ebr (Rn) 
в силу замечания 1.4 главы 1. Кроме того, отображение и(х)*-* 
++u(h{y)) непрерывно по и в классе функций и(х) с singsupp#$0 
в соответствующей сходимости. Поэтому (| у | 2 — со2)* — меро-
морфная функция от А6С с простыми полюсами в Я = —+1, —2,... 
и вычетами 

Д ( | У | - ~ а ^ - - . < - 1 ^ ^ ' ' " ^ , , б К «. (1.8) 

1.2. Применение к бесселевым функциям. По определению 
1471, [70] при veC 

DO 

Л ( г ) - ^ ] ( - 1 Г 22r+vr|1f(
2

v7r + 1) > argz6] -^ ,4 , '(1.9) 

[М как аналитическое продолжение из области Re v > 0 

A ( x , ) — ^ ( - 1 r 2 2 r + v i ; , •** . (L10) 

определим как аналитическое продолжение из области Re v > 0 
x2r+v 

2 2 r + v r i r (v - t - r+ l ) ' 
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x2/+v 

Каждое слагаемое r ( v t r . ц при г = 0 , 1 , . . . -—голоморфная 
функция от v6C со значениями в 3)'(В) по теореме 1.1. При 

"целых v = — 1, —2, . . . 

1
f(___iy 5 (-*-*--) (х\ 

[k^.X)\ ПРИ 2 r + v « —А — —1, —2, . . . ; 

О при 2r + v>0, v + r 4 - l = 0 , —l, — 2,..-., 
т. е. при —2r<v<—г — 1. 

Поэтому при / = 1,2,..* для v=—l 

' • ' • • У ^ ^ > - ( 1 Л 2 > 

0<2г<Г § 2. Функция Р^, для случая, 
когда Р(х) — квадратичная форма типа (т, п—т) 

с вещественными коэффициентами 
Пусть Р(х) —В(х) —невырожденная квадратичная форма в 

Rn с вещественными коэффициентами. Линейной заменой коор
динат она приводится к виду 

в(л) -^+. . .+^ л -^ д а + 1 -л . -4Г; (2.1) 
где 0^т^.п. Покажем, что Р^ (х) аналитична при ReA,>—1 
со значениями в 2>r (Rn) и продолжается до мероморфной функ
ции от №С. Если т = 0, то В* (д;)=0. При тФО нужно разли
чать два случая: m = n и l^m^n—1. Дело в том, что при т = п 
множество В(х)=0 состоит из одной точки х=07 а при l ^ m ^ 
<п—1 это множество является конической поверхностью Qcz 
cRn, гладкой вне вершины х=0. 

Замечание 2.1. При т=*п функция В+(х) =* \х\ 
в области х=^О —голоморфная функция от ЯбС со значениям 
в 2)'(Rn\{0}). В случае Кт<п при х=£0 очевидно 
gxadB(x)=£0, поэтому В\ можно представить как суперпозицию 
( • ) + и В ( * ) : 

В%(х)=*(В(х))%, хфО. (2.2) 
Следовательно, В%(х)\х+ь по теореме 1.1,— мероморфная функ
ция от ЯбС со значениями в 2)r (Rn\{0}) и вычетами (см. (1.2)) 

TesB\(x)=<-»k-f-y™\ x^O, * - 1 . 2 . . . . (2.3) 
2.1. Случай, когда т=п. В этом случае, В+{х)=\х\2 и 

В+(х)^\х\2Х. Мы изучим \х\х, а для \х\27* все результаты по-
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лучаются простым пересчетом. В сферических координатах 
jc--ro), где |co|f==l, r== |x |>0 . Для ц{х)£2)(Жп) при Re^> 
••> — п сходится интеграл 

оо 

( \х\К<?(х) > = §rb+n-ly(r)dr^ ( r\+"-\ ф(г) ) , (2.4} 
о 

где 
Ф И = J Ф (•Г(0) d®. 

М-=1 
Разлагая <р(х) В ряд Тейлора в точке х = 0 , мы видим, что 
f (г) при г->0 разлагается в ряд только по четным степеням 
г: г°, г2, • **. Следовательно, по теореме 1.1, интеграл (2.4) 
имеет полюса лишь при %+п — 1 ==- — 1, —3, •. . , — 1 —2k, . . * 
.„„ (£ = 0, 1, 2, .-.) с вычетами (см- [18]) 

А , - я - » ' (2*)! 2 ^ ! л . . . ( л + 2 ^ - 2) V ' 
где Q-— площадь сферы |jtr|==l в 
Отметим, что последнее равенство очевидно для k=0. 

Из (2,5) вытекает, что |х|х-мероморфная функция от .X6G 
со значениями в 3>'(Rn) с простыми полюсами при Я==—n—2k> 
fe=0, 1, 2 , . . . и вычетами 

res -\х\к — а' &*$(х) -'(2 6\ 
U-n-2fe ' п 24ln...(n + 2k—2)' V ' 

В частности, при &=0 
res |х^==йлб(х), (2.7) 

Таким образом, все вычеты функции | х [я сосредоточены в точке 
л; ===0. Отметим важный для дальнейшего случай п — \: 

res \х\><=~2 *i2*!M—, £ = 0 , 1 , 2 , . . . . (2.8) я , - 1 - 2 * 24l(2k—1)1 v 7 
Из доказанного следует 

Теорема 2.1. При т = п обобщенная функция В1=== 
*=*\х\п — мероморфная функция от ХбС со значениями в <£)' (Rn> 

с простыми полюсами в точках Я = -^ — А и вычетом в точке 
1=—|-, равным 

res ВкР=Щ б(х). (2.7'} 

2.2. Применение к разложению б-фунвдии на плоские 
волны. Возьмем а (х) =-1 со - х |, где coeR* \ 0 , и ш. х=•co'^i + . . * 
. . * + ®пхп — «плоская волна». Тогда 
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•a* ( JC)—|<°-«*l \ (2.9> 
при ReA,>—1 есть результат подстановки у = <й-х в функцию 
\у\\ y£R. Поскольку gradt/=co=?—0, то из (2.8) следует, что 
j со - JC | ^ из области R e ^ > — 1 продолжается до мероморфной 
функции от Л^С со значениями в ZD'(Rn) с простыми полюсами 
в точках А,=—1—2k, k~09 l , 2 , . . . и вычетами 

res \«>.х^2 fk)(*'x) , (2.10> 
Я——1—2Л ' 24\(2k—\)\ v ' 

сосредоточенными на гиперплоскости с о - J C = 0 . 
Осредним (2.9) по сфере |со|-~==1: при R e A > - - 1 

i |ю.х|^со==С(Я,гс)г\ 
1 

где 

п-г г к+г 
С(Я,и)-2*-» - f c j ^ (2Л1> 

(см. [18]). Отсюда 

1 .Г 1-дП* ^ _ 2 | * > • ( 2 . 1 2 > 

"-г-J rf-4-V г(^) [ о м v ; 

Обе части равенства (2.12), ввиду .(2.6) и (2.10), продолжаются 
до аналитических функций от Я£С. Поэтому из их совпадения 
при ReA,>—1 следует, что они совпадают и при всех Х&С. При 
этом левую часть нужно понимать как интеграл от функции па
раметра 0 со значениями в 2 ) ' ( R n ) . . 

При Л = — п из (2.12) и (2.6) получаем 

tfco=-=Q„6(x). (2ЛЗ> 

Это есть разложение б-функции на плоские волны, имеющее 
важные приложения (см.%[ 18] )> 

2.3. Случай l ^ m - s ^ n — 1 . В биполярных координатах (#ь . . . . 
*-->Хт) =Г0) т , ( W b « • - 9.Хп)*=рЪп-*, ГДв Г, р > 6 , |(Om| = \Qn-m\ = 
= 1, получаем В(х)=г2—р2. Поэтому при ReX> — 1 для: 
<p60(Rn) 

< fiJh (•*)> Ф (*) > = j ( Г И - Р2)ЯФ (Л р) Pn~M~ldp\ r™-4r, (2.14> 
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Где 
•Ф(г,р)— } Ф(гот, pQn-m)d®mdQn„m. (2.15) 

Как и выше, ф(г, р) при г->0 или р->0 разлагается вряд лишь 
до четным степеням г и р. 

После замены р=тг, 1—•*=-=$, получаем 

< В\, Ф > = ] I J (1 — т2)яг2*Ф (г, f t r j r ^ ^ ^ - ^ t l r f r ^ 
1 г °° • 1 

> = J s 4 (2 — 5 ) 4 Г2Н*-1ф(Г, (l'—--s)r)(l—S)1*-»-1*- Л — 
1 Гоо 

= J s4 ] гЫ+п-Ч (г, s, X) dr \ds=* 

- <s*, •<r^+»-1
f/(rf s,A)>, (2.16) 

Где 
/(г, ^ Х ) - ( Г - 5 Г Ф ( Г , (l~5)r)(l-s)5Tm"":S (2.160 

Из теоремы 1.1 вытекает, что здесь внутренний интеграл 
(по г)—мероморфная функция от АбС с простыми полюсами 
при 2Л+Л —1 —— 1, —3, . . . ,—1—2у\ . . . (у^=0,1,...), т,е. 
при Я=Я^=--—J"-"-/- поскольку /(г, s, к) при г->0 разлагается 
в ряд Тейлора лишь по четным степеням г. Поэтому обозначая 
^ ° = | — g — у : / = 0 , 1, . . . | , получаем: 

3L л \ ^ d2
r
JI(0+, s, К) 

(2-/)! 2 (Я—Я̂ ): 

где (3/7 (0+ »•*.*•) и /?.дг (5, ?,) —гладкие функции от s6[0, 1J, 
голоморфные по К при Re k> —N. Применяя к (2.17) повторно 
теорему 1.1 (точнее, г метод доказательства этой теоремы), 
«получаем, что 

< Л + , Ф > " ^ | ^ 2(/-1)!(2/)!(Я-^)(Х-^) + 

яР>—.лгуяО>—Аг 

^ ^ • W V ^ ( ^ (2-18) + <*-i)i(x-x?) 
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где Я?= — i, 5^Q={—-1, —2, . . . } , a RNH^ — голоморфная 
функция при Re Л > — N. 

Отсюда видно, что В\ — мероморфная функция от \&С с по
люсами в точках Лб^и^ 0 * простыми при Л,$5Р<?П °̂. Вычеты? 
функции В%- в полюсах М ^ Ч ^ 0 сосредоточены при 5 = 0, т. е* 
при р=г , или иначе—на «конусе» Qi={Jc6R":B(.>c)-=0}, а вычеты 
в Xe^°\^Q— при г-=—0, т.е. при р = 0 и t==l-s6[0, 1], или 
иначе-в вершине х=0 «на всех угловых направлениях 
t6[0, 1]» (на которых В(х)>0). В точках Xn6^Qn^° полюсы,, 
вообще говоря, имеют второй порядок: первый вычет сосредо
точен на конусе Q (в том числе и в вершине х - 0 ) , а второй: 
вычет (т. е. коэффициент при T^~YY) сосредоточен в вершине 
JC==0 конуса Q. Из сказанного выводится (см. [18]) 

Т е о р е м а 2,2. 1) При 1<т<п~ 1, /г>2 функция' 
"г Ск 4- п' ~голоморфная функция от ЯбС со значениями 
в ib^R^XO) и мероморфная функция от %QC со значениями 
в Д)Л(Нл). 

2) Она имеет лишь простые полюса, расположенные в точках 
Ле-^-{--J—•/:- / —0,. 2, • . . } . . (2.19) 

Вычеты сосредоточены* в вершине х=--0; вычет в «первом» 
полюсе Я-F-* — | - пропорционален б (х): 

res :——J——!Qm,n_m6(x), 1 < о т < й - 1 , n>2; (2.20> 

- — Г 
0/я»л—щ — 

^-J-Q--o~,< т < ш т . (2—s)Ni—s)+-m-1> sb 
IX-f (2.21> 

D{lambda} 

3) Значения г „ ^ у при Хб.-*--="{—1. —2, ... ̂ ---обобщен
ные функции, сосредоточенные на конусе Q: 

_ _ _ ± _ | Д^1» <*(*)) .. , 0 А в 1 2 ( 2 2 а 

Действительно, (2.22) вытекает из (2.3). Формула (2.2$ 
вытекает из.(2.17), (2.16): 

< r e s„ TTiTTTT' * > = < TT-FTT'. 2 — > л— 
я 



= 1 ( Т ( Ш ) . (2-5)4(0,o)(1-s)rm-1> 

--1АА-.ФЙ < T{I+iT' <2—*f (--^"m~1 > 

A 2 

*=~T 
^. (2.23) 

Пример 2Л. Для случая, когда 7i=4, т—1 и В(х)=* 
~=х\—х\—х\—х\—интервал Лоренца, из (2.21) и (1.2) получаем 

Й1,3 = 4Я(-[(2-5)-2(1-5)2.Г)и0--«- <?-Щ 
Аналогично, для я = 2 , .да=1 и #(x)—л:]—.j-| 

QM=~-2-24=-1. (2-24') 
? 

2Л. Применение кбессадевым функциям. Аналогично (1.10)t 
для квадратичной формы В(х) из (2.1) и функции Hv (z) as 
==zvJv(z), argjzG]-~3t, я[, определим суперпозицию с У В+ (х) 
для Rev>0 как функцию 

ЛАГВ^))-ВГМУЩ^ JrZ^f^ • •**"• (2-25) 
При Rev>0—это непрерывная функция от хбИя. При Re v < О 
определим ее аналитическим продолжением по v как функцию 
ют v со значениями в 3)r (Rn)> 

Согласно теореме 2.2, здесь каждое слагаемое jB ; + v ( x ) 
r(v + r + l) 

голоморфная функция от vgC со значениями в 2)'(Rn\{0})t 
ж мероморфная функция от vgC со значениями в 2)'(Rn) с про
стыми полюсами при г + v6^°== {—~—j :J = 0, 1, 2 , . . . j . Ее 
вычет в точке v=-== -—г-—-— равен (2.20): 

-r+v 
r e s г (v + г + и "Q.7i>/2-m6(x), 1<т<п~ 1, /г>2. (2.26) 

V — Г - ~ 

Отсюда вытекает 
Теорема 2.3. Hv(VB+ (•*))—мероморфная функция от vgC 

€0 значениями в 3D' (R )̂, с простыми полюсами при vg^0. 
Формулы (2.26) будут использованы в следующих §§ 4, 5 

при вычислении фундаментальных решений дифференциальных 
уравнений (0.1) второго порядка. В частности, для волнового 
уравнения и уравнения Клейна—Гордона в W (при этом п== 
=-£+1, т = 1 ) . 
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Отметим, что, аналогично (1.12), при /=1, 2 , . . . для v =—I 

+ (-1)/В+2Л(1/ГЯГ)' *¥=0, (2.27) 
З а м е ч а н и е 2.1. Формулы (2.22) и (2.27) справедливы 

лишь при х=т-0. Чтобы формула (2.22) была справедливой при 
«всех» #6R, нужно правильным образом регуляризовать 6(fe-l) 

(В(х)) в точке х=0. Такая регуляризация возможна в (2.22) 
лишь в тех случаях, когда Х= —fe<$^0={~.-|—/: /=0, 1, 2 , . . . } , 
т. е. когда левая часть (2.22) имеет смьГсл. Тогда правую часть 
(2.22), по определению, нужно считать равной левой части. 
Равенство (2.27) при такой регуляризации 8il"r~l)(B(x)) также 
будет справедливым, как видно из вывода формулы (2.27), если 

—1+г<№° при г=0, 1, 2 , . . . , /—L (2.28) 
Это условие выполняется, если, например, п — нечетное или 

l^ /<~f . (2.29) 

Итак, для Jfe-T^Y+.A 7=0, 1 , . . . , нужно задать регуляризацию 
8{k^l) (В (х)), используя формулу (2.22): ввиду (2.16), для <р£2){Щ 

1 ц a \k-x 

Отметим, что при таких k 

-й » Ф > — 

< Д!^> Ф > -(*=!)! Ш " < ̂ ^ /(Л * %) > ) U (2-30) 

to (2 — S)"* J Г***1-1 ф (Г̂  ^ __ S) Г) (1 _ sy*-*-l rfr (2.31) 
о 

— сходящийся интеграл, поскольку — 2k^-n>0. 
В частности, для k=l и п>3 формул а (2.22) справедлива, 

если положить, в соответствии с (2,30) и (2.31), 
00 

•• < б (В (х), Ф (х) > >== 4Д гл"3Ф (г, г) dr. (2-32) 

Отметим, что при /г>3 и fe=l выполняется условие (1.24) 
главы 1 и выражение (2.32) соответствует формуле (1.22.) 
главы 1, т. е. согласуется с «обычной» практикой вычислений 
с 5-функцией как с единичной мерой. А именно, пользуясь фор
мулой (1.25) главы 1 получаем, как в формуле (1.26) главы 1 
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J 6{B(x))<t(x)dx= [ r « - - 6 ( r 2 - P 2 ) 9 ( x ) - ^ - - -
R* R* I 

cx> oo * oo 

™S S r"~2 i " б (Г -Р)*( г - р )^Ф-=у S г^ф(г, г)</г. (2.33) 
0 0 0 

Отметим, что для &=1 такое совпадение с «обычны
ми» методами имеет место лишь при п ^ З (как в примере 1.11 
главы 1). При /г=2 интеграл (2.32) расходится и формула 
(2.22) не может быть справедливой, поскольку ее левая часть 
не существует. Отметим также, что при условии (2.29) форму
ла (2.22) также справедлива при «обычной» методике 
вычислений с производными 6-функции, поскольку все возни
кающие при этом интегралы сходятся. Например, для 1=2 
условие (2.29) выполняется при п ^ 4 и т. д. Мы воспользуемся 
ниже формулами (2.22) и (2.27) в случае т = 1 , тг=4 и А = '1, 
/=[1, когда условие (2.29), выполнено: 

г ( л + 1 Г 1 х - - 1 ^ в ^ ^ x e R 4 ) {2М) 

Н_г (УЖМ) - ~ 8 (S (-*)) -Я+ 1 ' 2 (х) А (\ГЕЦх% X6R4. (2.35) 
Отметим также, что в этом случае В(х)=х\ — х\ — х\—х\ — 
интервал Лоренца, и из (2.20) и (2.24), (2.25) вытекают формулы 

тук 
r e s rnln — flfi(^)=>res Яv(l/rяет—=Jcб(x). (2.36) 

Аналогично, для п=2 и £--=.x:f~-JC2, ввиду (2.20), (2.240 
и (2.25), получаем 

Bi •• •. . 

г е д - у - ^ ^ (2.37) 

§ 3. Инвариантные фундаментальные решения уравнений 
второго порядка с вещественными коэффициентами 

В этом параграфе мы построим фундаментальные решения 
для уравнений (0.1) второго порядка, т. е. когда т = 2 , с веще
ственными коэффициентами. Такие уравнения можно записать 
в виде 

п л 

раю- 2 « « г о + 2 в « | - + ¥ - / ( * ) . •**». (3.1) 
/-./==1 i = l 

Предположим также, что это уравнение имеет невырожденную 
квадратичную форму, т. е. 

detA^O, Л — (ау)м.1,....Л1 ач=ап. (3.2) 
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Замена u(x)=v(x)eb'x, b£Rn, приводит уравнение (3.1) к виду 

+ (а0+(-Л£, *) + («. b)v=*fr**. * (3.3) 
Определим вектор & так, чтобй 2^64"^=0» т. е. 
U———-Л"1 .̂ Тогда (3.3) принимает вид 

п 

flr-аь—у(л, А-»а). (3.4> 
Таким образом, уравнения (3.1) и (3.4) эквивалентны. Более 
того, они имеют одни и те же фундаментальные решения, по
скольку б (х) е"ъ • *=б (я). 

Приведем (3.4) к каноническому виду линейной заменой пе
ременных х = Су. При этом матрица А преобразуется в матрицу 

В = С-1А(С^у (3.5) 
точно так же, как при преобразовании квадратичной формы под 
действием (С""1)*. Поэтому можно выбрать С так, чтобы В бы
ла диагональной: 

(Ьп О Л 
И п ' \ ; • » i i - ' ± l , . i-1.. . .- .Л.- (3.6) 

Тогда уравнение (3.4) примет вид 

==g(Cy), y6R*. (3J> 
Построим для (3.7) фундаментальное решение: 

р д д о —3**00 J . . . | а >*М а у ^ > dVto) 

+ ?#•(!/)-6 (у), yeR". (3.8) 
| | Замечание 3.1. Если g(x)*=*6(x), то g(Cy)«^-jr-S(y) при 
C6GL(/z). Поэтому если & (у) фундаментальное решение урав
нения (3.8), то функция 

является фундаментальным решением уравнения (3.4) (и (3.1))* 
3.1. Анализ свойств инвариантности уравнения. Рассмотрим 

квадратичную форму уравнения (3.8) 
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. 5W = 2 ^ H i + - + ^ - t + . - - - - * ^R". (3.9) 
Эта форма инвариантна относительно «ортогональных» преоб
разований С€0(п,т) (для которых ОВС^В, т. е. В(Су) = 
=В{\у), z/6Rn). Само уравнение (3.8) инвариантно относительно 
замен у^- С*у, поскольку СВ{СУ=В (ср. с (3.5)). Поэтому 
если &{у) —решение уравнения (3.8), то <§\Оу) также реше
ние этого уравнения. Это видно также непосредственно: 

- 2 .c'flC),,(-j^)<c<0-2»« ^—«W. w-R"- (--loi 
Кроме того, поскольку 5^== В, то также С-1В(С)~1 = В, т. е. С* 
также сохраняет форму (3.9) и $*(Су)—решение уравнения 
(3.8). 

Эти соображения инвариантности наводят на мысль о су
ществовании инвариантного фундаментального решения, т. е. 
для которого &{Сх)=&(х), x-Rw, при YCGQ(n,m). Такие рас
пределения в каждой компоненте связности множества {x£Rn : 
В{х)Ф0} имеют вид 

^(у)=Я(р), р^УвЩ, (3.11) 

где Е (р) —обобщенная функция от одной переменной. Ветвь 
YB {у) здесь можно считать пока произвольной. 

Можно выбрать р=У В (y)6C°° (RW\Q), где Q-~ <#сонус» 

Область значений функции р (у) =У В (у) при y£Rn\Q в даль
нейшем для краткости будем обозначать через 5?. Очевидно, 0$Я. 

3.2. Нахождение регулярной части инвариантного фунда
ментального решения. Найдем обыкновенное дифференциальное 
уравнение для функции Е(р), предполагая, что функция (3.11) 
является фундаментальным решением, т. е. выполняется (3.8). 

Подставляя (3.11) в (3.8)4, получаем при y£Rn\Q 

•^5 Е {p)Jm> ^ f ^ ®[дук) +Ц ( p ) ^ f (ЗЛ2) 

Но 
М.— Л-Ж ^2Р _ « 1 ^ 
т~~~- Р ' ag - р Р** 
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где знак + выбирается при l<k<tn и — при m+l<k<n» 
Поэтому 

ff=£'/(p)^ +E'®{±j-v\ •**• <злз> 
Складывая эти равенства для &=-1,. . . , /г, получаем 

Р1^(у)-=£^Р) + ~ Я М р ) + ^Я(р), */6R*\Q, (3.14) 
Поэтому, в силу (3.8), 

Р1^(у)=,ЕЦР) + ~^ E'(p) + qE (р)=~0 при p€^v (3.140 
поскольку 8(у) =0 при у-^О, а значит, и при р€3?. 

Далее, надо различать случаи <7=0 и q=£Q. 
В случае д=-0 уравнение (ЗЛ4') легко решается (ср. с [63]): 

Е{9)1с1^+с2,р^пф2, (ЗЛ5) 

Ux 4-^2 inp, ре^г, / t=2. 
При <7¥=0 уравнение (3.14') приводится к случаю # = 1 

подстановкой z^ylfp: 

Р^(у)^я[^+^^+Е{г))^о9 *ez-i/7«. (зле) 
которое, в свою очередь, приводится к уравнению Бесселя 
заменой Е (Z)*=ZP*W(Z). 

Действительно, 
.^-гРо^+/,о2Р.-%, zez, (3л7) 

Подставляя (ЗЛ7) в (3.16), получаем 

4-•да [z"{cdot}> + ZP«-2 ((/г—1) ро+poОо — -))1 =-°' Z6Z. (3.18) 
Отсюда 

D *> /,,Ч _ ~ D . I _ т _ v„ _ ж _,_ ̂ 0 / ^ -Px*Uh-qz* [ - S - + - r C ' - - + 2j?o)S + 
4- (1 + ( " - 1 ) У» у « »>-->) д (г)] =0 , Z6-Z. (3.19) 

Это уравнение совпадает со стандартным уравнением Бесселя 
порядка v0 ([41], [761), е--ли л—1»+2р0—-» v§^=-—((ft—1)p0+ 
+А>1Л—-))----/-'.-('-—2+Ро)- Отсюда находим р0 и v0: 

л__2=Е, vJ-(-^f. (3.20) 
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При таких р0 и v0 уравнение (3.19) принимает вид [41], [71]: 

& + 4 - S + ( 1 - ! ) ~ ' < ~ . - 0 { c d o t } « « . (3.21) 
я — 9 

Можйо положить v0 = p0 =—.—JJ—. Общее решение уравнения 
(3-21) имеет вид [41], [71] 

w(z)^clJvA^ + €2YVo(z), v 0 ^ ^ ^ . (3.22) 

Следовательно в области, где В (у)ФО (ср. с. [51], [56]) 

= ( ^ yeRn\Q. (3.23) 

Здесь У ^ р -= ] / g,fi (х)—действительная функция в области, где 
qB(x)>0 и чисто мнимая в области, где qB(x)<0; С- и С2 по
стоянны в каждой компоненте связности области R n \ Q (в ко
торой В(у)ФО). 

Итак, мы нашли явный вид (3.23) и (3.15) искомого инвари-i 
антного фундаментального решения в области, где В(у)=Ф0. 
Построенные функции (3.23) и (3.15) являются гладкими в 
R n \ Q , но при y->Q в случае l^m-s^n—1 и г£^4 они не яв
ляются локально суммируемыми в окрестности поверхности Q, 
где В(#)=0 . Поэтому искомые фундаментальные решения яв
ляются некоторыми регуляризациями этих функций (при под
ходящем выборе констант С- и С2). Для краткости будем на
зывать функции (3.23) и (3.15) формальными фундаменталь
ными решениями. 

§ 4. Регуляризация формального фундаментального решения 
в случае ?=0 

В случае <7=0 фомальное фундаментальное решение выра
жается формулами (3.15). Покажем, как их нужно регуляризо-
вать, чтобы получить настоящие фундаментальные решения. 
При этом нужно различать два случая: m-=0 или т = п, с одной 
стороны, и l ^ m ^ n — 1 , — с другой. 

4.1. Случай га=0 или т = /г. Фундаментальные решения урав
нения (3.8) с -7=0 при т = 0 и т=п отличаются только знаком. 
Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда т=п. Тогда 
Рг(ду)—А — оператор Лапласа в Rn, и В(у)>0 при уфО. По
кажем, что при пф2 искомую регуляризацию функции (3.15) 
можно построить как аналитическое продолжение функции 

^(y)^C1Bh(y) + C2=Cl\y\^ + C2 (4.1) 
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т области ReX>0 в точку X = f r 0 ^ ~ ^ ^ . Возьмем С2==-0. 
Если Re Я> 1, то &к (y)6C2 (Rn), и (3.14) для t% вместо % вы
полняется при всех #6Rrti а не только при y6Rn\Q* Следова
тельно, при КеЯ>1 

• Px£b(y)^Ci2k(2Xa+n~-2)Bx-l(y)1 yeR», (4.2) 

Здесь правая часть — меромОрфная функция от ХйС со значе
ниями в iZ5'(Rn), в силу теоремы 2.1, и левая —также. Поэто
му, ввиду единственности аналитического продолжения, ра
венство (4.2) справедливо при всех ЯбС, кроме дискретного 
множества полюсов функций <§\ и В н . 

З а м е ч а н и е .4.1. Подобным образом для обобщенные 
функций, определенных при помощи аналитического продолже
ния по параметру (или параметрам) удается доказать спра
ведливость различных замечательных формул классического 
анализа. Это обстоятельство является главным преимущест
вом регуляризации при помощи аналитического продолжения по 
параметру. 

В точке Л«-,Х0>-=—-|- + 1, по теореме 2.1, функция Вк(у) 

голоморфна, а В%~~х (у)^=\у\цх"г) имеет простой.полюс с вдае-
том Ц- б (у), (см. (2.70). Кроме того, 2Я+/1 —2=0 при &—V 
Поэтому, из (4.2) вытекает при X'-*V что 
P1ixAy)^C1AX0'tesB^i^Cl2^0Qn8(y)^ ^Cl(tt^2)Qnb(y). (4.3) 

Отсюда, при пФ2 находим d и, по формуле (4.1), получаем 
искомые фундаментальные решения (2.10') главы 1. 

Описанная процедура не проходит при /г=2. Это связано с 
тем, что множитель в правой части (4.2) дри к~%о имеет нуль 
второго порядка, а B w —полюс первого порядка. Поэтому для 
нахождения фундаментального решения при п=2 нужно про
дифференцировать тождество (4,2) по % при я=Яо=0; при этом 
получаем 

(2(2Х+я^2)+2Х-2)к^Ч 

=—=C1f8resB^1 + 4 r e s 2 ^ ^ l = = 

^де reso^T—<-== res Bh •— «второй» вычет функции d% ••» 

2 0 5 

+ 2Х(2А+^-2) 
я—о 

- C i | 

tfX 



в точке .Я—О, т. е. коэффициент при ^-. Отсюда получается 
формула (2.10') главы 1 в случае #р=2. 

4.2. Случай l^m^n—1. В этом случае функции (3.15)—---
гладкие вне поверхности Q, на которой В (у) =0. Покажем, что 
можно, как и выше, взять С2==0 и, кроме того, С| = 0 в области,,. 
где В(у)<0. А именно, построим регуляризацию функции (3.15) 
как аналитическое продолжение функции 

В** р2* ' 

^^^Т^^Т^Г Ш^ГШ\ (4.5> 
й точку ] 1 Ц о э - — у . , 

Замечание 4.2. .Множитель Г(Я+1) в знаменателе 
в (4.5) необходимо ввести из-за наличия полюсов В\ при Я= —1^ 
—2,— Эти полюса связаны с особенностями В^ на поверх
ности Q, и может оказаться, что в точке \ функция В^_ имеет 
полюс (при четном я>4). В рассмотренном ранее случае /^==0 
или т=п функция В\ имела полюса лишь при А= — -у, 
- - у —1, . . . , и точка Я==Я0 была неособой, поскольку Q состоя
ла из одной точки: Q = {0}. 

Очевидно, &b№C2(Rn) при ИеЯ>2. Поэтому из (ЗЛ4) 
получаем, аналогично (4.2), 

РЛИ-ф*-,>.-^+.£.^].. 
- с , 2 ( 2 V; t °r 2 > д-г'&). «•«"• (•••-•> 

Как и выше, это равенство верно при всех Я, кроме дискрет
ного множества полюсов. Поэтому, аналогично (4.3), при Я->Я0=1 
-—-J- + 1 получаем, ввиду (2.20), 

Отсюда находим £х = ~ j - и искомое фундаментальное 
решение 

*к (и) I 
(4.8) " e W « л . . я - « ГСА. + 1) 

* - ' 2 

Пример 4.1. Волновое уравнение (2.6) главы 1 в R* при 
а=\ имеет фундаментальное решение 
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*k(t,X)-
1 ('--I x n\ 

n—2 A—I 
л,-- *-!' (4.9) 

Поскольку Я — k + l И 2 2 " 
Замечание 4.3. При а>0, ввиду замечания З.1, фунда

ментальным решением уравнения (2.6) главы 1 является функция. 

•ад x)= 
1 1 д I /ч-

4Q \Л Т(М-1) ы : 

1 (fl'**-4*[2ff_ 
4Qljfta Г(Я + 1) 

"* 2 

(4.9'> 

(ср. [63]) поскольку замена (t, х) ^ С*"1 (£, х) — (*, х/а) приводит 
уравнение (2.6) главы 1 к случаю а = 1 , и det С *==-•#*. 

Замечание 4.4. Для волнового уравнения (2.6) главы! 
при а = 1 инвариантным фундаментальным решением являете» 
также функция 

'2Q \,k Г(Ы-1) л— "* 2 

(4.10) 

полученная, по определению, аналитическим продолжением функ

ции 8(±.*) К в точку Л =-=- k—\ Действительно, урав-
2QUk YJX-hl) * "~ 2 

нение (4.6) для этой функции также справедливо при ReA>2* 
Кроме того, эта функция также продолжается до мероморфной 
функции от ДеС, что доказывается дословно так же, как теоре
ма 2.2. Однако полюса теперь расположены в точках л,— — -^ Х= — 

Это связано с тем, что теперь при определении <р n_J_ 
2 2 -

в (2Л 5) нужно интегрирование по |сот|=--1 заменить просто 
подстановкой со~ ==< = ± 1 , и поэтому <р(г, р) при г->0 содержит 
все целые неотрицательные степени t. Кроме того, теперь 
- — о в£ 
Ф (О, 0) = ¥-• ЙЛФ (0), так что вычет (2.20) для в (± t) • в 2 раза меньше. Поэтому в (4.10) знаменатель также в 2 раза 
меньше, чем в (4.9). 

С л е д с т в и е 4.1. Из (4.9), (4.10) в силу (2.22), получаем* 
что при нечетных &—2Z-+-1>3 

4Й l . f t 

$k(t,X)- H±t) 
20i,ft 

a - i l i 
a(--1)(f«-l*l') 

( / - 1 ) ! 

(t,x)+0; 

(f,.x)-^0. 
(4.И) 
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Это означает, что при нечетных &>3 фундаментальное решение 
.^волнового уравнения в Rh сосредоточено па «световом ко
нусе». t2=\x\2, a <*?** — на «световом конусе будущего» (где 
t^zQ) или «прошлого» (где ^ 0 ) соответственно. Отсюда вы
текает, что при нечетных k^3 решения волнового уравнения в 
Жк имеют резкий передний и задний фронт (см. § 2, гл. 1). При 

^четных &>2 и при k=l фундаментальные решения <ГАи (S,
k
±) со

средоточены внутри светового конуса, т. е. в области t2—\x\2^ 
^ 0 (и t Z: 0) и соответственно, решения волнового уравнения 
имеют резкий передний фронт, но не имеют резкого заднего 
фронта, т. е. имеет место «диффузия волн». 

3 а м еч а н и е 4.5. Из формул (4.11) при k = 3 вытекает 
формула (2.6') главы 1 для <gy~, поскольку йьз==л;, согласно 
(2.24). Кроме того, из (4.10) при fe=l получается формула 
'(2.6') главы 1 для &\*-ч поскольку Qlfl==l, согласно (2.24'). На
конец, формулу (2.6/|) главы 1 для '&$* также можно получить 
из (4.10), если вычислить Qb2. Однако проще найти $2* мето
дом спуска [14], [34]: формально 

-ТОО. 

%% {U хъ х2) = J ^а (*> хъ хь хъ) dxs, (4.12) 
—оо 

Такая же формула связывает &ъ с &ь+\ при любом й > 1 . От
метим, что Ah,* при нечетных k легко вычисляются при помощи 
дифференцирования, как в (2.24) и (2.24'). Поэтому &ь при не
четных k получаются из (4.11), а при четных k — методом спуска, 
как в (4.12). При этом в качестве следствия получаем, что 

* § 5. Регуляризация фундаментального решения 
в случае цФЪ 

Если q¥=0, то &(у) в области, где В(у)Ф0, выражается 
формулой (3.23). Покажем, что фундаментальное решение 
Ь {у) можно построить как регуляризацию функции (3.23). При 
этом можно взять С2=0, по крайней мере при пф2. Итак, бу
дем искать фундаментальное решение как регуляризацию функ
ции (см. (2.25)) 
ffv.Gfl-CiO/f^/vJ yZRn\Q, (5Л) 
где Cj постоянна в компонентах связности области Rn \Q. При 
этом, как и выше, при дФО, нужно различать 2 случая: когда 
т = 0 или я, и когда l^m^n—1. За счет умножения уравне
ния (3.8) на — 1 можно свести все к случаю <7>0. 

5.1. Случай 1<т<п — 1. Будем считать, что Ci==0 в об
ласти, где В(у)<0 и Ci постоянна в области, где Б(у)>0, 
хотя эта область может иметь не одну компоненту связности 
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<как для интервала Лоренца В (у)=*у\—у\— . . . —у§. Тогда (5.1 
принимает вид (#>0): 

. *у.&)-С1ЯуЛ> /^5ГаО). I/eRrt\Q. (5.2) 
Покажем, что искомую регуляризацию функции (5.2) можно 

построить как аналитическое продолжение функции 
^(у)^СгН,{]ГЩ^)), yeR", (5.3) 

по параметру v из * области Re v > 0 в точку v = v0== —я 

Из (2.25) видно, что | Hv\УЩМ) I ~IS+ (!/)I*ev при </->Q. По
этому %v (y)QC2 (R*) при Rev>2, и для функции $\- вместо Ж 
все формулы (3.16) —(3.19) справедливы с у й Jv вместо р0 и w 
не только при j/6R*\Q* но и при всех J/6R". 

Поэтому из (3.19) (с р0=у) вытекает, что при Rev>2 

1̂̂ (f/) — C 1 ^ [ ^ + J _ ( f t _ i + 2 v ) ^ - + 

+ (l +"in-J+v)) Л (z)] -Cxq (n—2+2v) [*•-- § , + vzv-V,], 

t/€R"; z-=z(£/).= >^S~M. (5.4) 

Как и выше, это равенство справедливо при всех vgC, кроме 
дискретного множества полюсов, если в правой части функции 
z^1-— и zv~~2Jv в области Rev<*2 определять как аналити
ческие продолжения по v со значениями 3)r (Rn). Существование 
таких продолжений, очевидно, вытекает из теоремы 2.2 и фор
мулы (1.9), аналогично теореме 2.3. 

Из теоремы 2.3, в частности, вытекает аналитичность левой 
части (5.4) по v в точке v==v0== - 'о- , Найдем 1 предел пра
вой части (5.4) при v->v0. 

Для этого заметим, что слагаемые £v~x ~£~" и ^ " а А в пра
вой части (5.4) имеют простые полюса в точке v=-*v0, а множи
тель / г - 2 + 2v обращается в этой точке в нуль. Поэтому пра
вая часть (5.4) при v->v0 имеет предел и выражается через вы
четы функций zv~l—- и zv~Vv в точке v=-v0, Эти вычеты 
легко найти, используя формулы (2.20) и (L9): поскольку 
vos" ~ + 1 ' T0 

•xes^-t^- res ( V W ^ - g ^ ' 1 -
v=v0 ° v - v . *v».-r •/ 
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•er1 1/2 л"-1 в» =2"v°av°'~l res ~+—=—-(—]" res ^+ 

»•—т 

4(y)2£-m,«-ma(i/). (5.5) 

Аналогично, 
res vzv-2yv= r e s (/—r)v--2-v WT/>fl+)v 

v-v„ v -v . V Ч *' r(v+l) 

-=--j(—)2Qm.n-m6(t/). (5.6> 

Устремляя v-*-v0 в (5.4), получаем, ввиду (5.5) и (5.6): 

Ла-v, (У) = Ciq 2xes («v-i - ^ + v z * - V v ) = 
Я 

= Gi2<7 (y) 2 Q«.«-m6 (*/)= С1^-2Т + Qm,n-m6 (У). (5J) 

Отсюда находим С1 и искомое фундаментальное решение (см. 
(2.25)): 

«---ve 9 " — [(.7-3+ (У)Г/2Л ( К ^ Ж ) ] I : * - 2 -
~2 а«.я_. 

4 
_., ч 

йт,п—т -у=.——-. 
- - | ^ - W u , ) / v (K?-5+ (*/))] I v=_,-2. (5.8) 

При *7сг-*0 эта формула, как легко проверить, переходит в 
(4.8). Эта формула получена нами в предположении, что q>0. ? Если q<0, то, умножая уравнение (3.8) на —1, сводим задачу 
к предыдущему случаю. При этом формула (5.8) дает фунда
ментальное решение, если в ней заменить С- на —Си q на —q> 
В на —В, а т и п—т поменять местами: 

я—2 
4 

" * - « - * 2 (5;9> 
С л е д с т в и е 5.L Уравнение Клейна--Гордона (уравнение 

(2.7) главы 1) в R* при а = 1 имеет фундаментальное решение 
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Щ 

fe—1 
2 

К** - | x |-);/2л («0 vW4x~w+)] i ft-l_. (S.10> 
2 2 ( * + 3 ) / 2 ^ 

Случай a.>0 сводится к a-=l, как в замечании 4.3. Поэтому 
для аф\ фундаментальным решением уравнения Клейна—Гор-* 
дона является (ср. (4.9')) функция (ср. с [51], [56]) 

й—1 

щ 

и, аналогично (4.10), функции 

ft-i» (б.и> 

2 

X 

которые определяются как аналитические продолжения по v из* 
области Rev>0 в точку v=v0;==—--^; #*{£, х)—это так на
зываемые «запаздывающее» и «опережающее» фундаментальные 
решения уравнения Клейна— Гордона [6]. 

Пример 5.1. В случае k = l из (5.12) получаем формулу 
(2J0 главы 1 для Sf, поскольку 21,1 = 1» согласно (2.24'), т 
v0==0. В случае k = 2 также из (5.12)̂  вытекает формула (2.7') 
главы 1 для $f, поскольку QU2=*Vn (см. замечание 4.5) и 

Наконец, в случае k = S из (5.12), ввиду (2.35> 

что совпадает с формулой (2.7') главы 1 для $У=, поскольку 
£2Ьз = я согласно (2.24). 

Отметим, что 6(a2t2—\x\2) в формуле (2.7') главы 1». 
согласно замечанию 2.1, понимается в смысле определения 
1.22 главы 1, поскольку условие (2.29) в этом случае выпол
няется (1=1 и /1=4). 

5.2. Случай т = 0 или т^п. Как и выше, достаточно разо
брать случай -7>0. 

1 

получаем 
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Сначала разберем случай, когда т=п, q>0. Тогда Pi = 
—-д_|_̂  _ оператор Гельмгольца. Покажем, что фундаменталь
ное решение оператора Р\ при пФ2 можно построить как регу-
!л-яризацию функции вида (5.3). Однако вычисления (5.5)—(5.7) 
при т = п неверны, поскольку они основаны на формуле (2.20), 
справедливой лишь в случае l^itn^ti—1. Действительно, при 
иг==п функция 5+v не имеет полюсов при v==—1, —2,. . . , . если 
v§9*°. Поэтому множитель T(v+1), входящий в «знаменатель» 
•бесселевой функции /v (см. (2.25), нужно убрать. Совершенно 
аналогичную ситуацию мы имели в § 4 при рассмотрении слу
чая <7=0. Это видно из сравнения формул (4.5) и (4.1) (см. так
же замечание 4.2). Итак, будем строить фундаментальное ре
шение как аналитическое продолжение по v функции 

ъ точку v = - v 0 = - - j - . Здесь мы использовали (2.25) и тож
дество r (v- ( - r+l ) = (v+r) . . . (v-f-l)r(v-f 1); очевидно, сейчас 
В(у)^В+(у). 

Из (5.14) видно, что frv (#)6С2 (R*) при Rev>2, а из тео
ремы 2Л вытекает, ^то iv(y) из области Rev>0 продолжается 
до мероморфной функции от vgC с простыми полюсами в точках 
vgS?0. При Rev>2 функция (5.14) отличается от (5.3) лишь 
ненулевым множителем r(v + l). Поэтому формула вида (5.4) 
остается справедливой и для функции (5.14), если вместо 
-функции Jv подставить 

Ж 1 ~2r+v 

у . ( - ) -г ( , + 1 ,Л(-) -2(-1Г——^—-- - -• ( - •IS) 
Итак, при Rev>2 

Pi&v (У)*=Схд (n-2 + 2v) [«v-i Ц1 +vz^fv (*)], 

t/€R"; z^ VqBjjj). (5.16) 
Как и выше, эта формула справедлива также при всех v-C, 
кроме дискретного множества полюсов обеих частей. При v= 
=vo левая часть голоморфна. Найдем предел правой части при 
v->vo. Это делается точно так же, как в (5.7). А именно, из 
{2Л'), аналогично (5.5), вытекает, что 

-1 dJjL =2-ve^vo-i r e s vBlT1^-^^ res B» = 

Ц})П/2^пНУ) (5.17) 

res z^ ~ =2-v>qv°-1 res vB+ =2-v«# - v0 
v-=ve

 az v--=v0 _jrt 
й в 2 
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и, аналогично (5.6), 

res vz-*-2?v = 2-V'q^-1 res vBv_1 = ~ (-^ГЧВД (0- (5-18> 

Устремляя v->v0 в (5.16), получаем, ввиду (5.17) и (5.18): 

PiK Ш^СгЯ^у2vfyfi ( 0 - - d (^-2) (Jr)^2"10,8 (у). (5.19* 

Отсюда при /£=?-= 2 находим Ci й искомое фундаментальное реше
ние оператора А + ^, ^ > 0 

К (У)-Сг [Г (V + 1)-#v < К Р Щ ^ 0 = ' 

Для того, чтобы найти фундаментальное решение в случае /г= 
=2, достаточно продифференцировать тождество (5.16) по v 
при v=vo. Тогда, аналогично (4.4), получаем при Rev>2: 

+ (/i-2+2v)-|r[Zv-i^L+v2;v--2/v]}. (5,.21> 

В силу единственности аналитического продолжения, это тож
дество справедливо также и при всех v£C, кроме дискретного 

у , Y ) 

множества полюсов. В точке v—л?0==; j - = 0 левая часть 
(5.21) голоморфна. Поэтому, аналогично (5.19), из (5.21) при. 
v~>v0=0 получаем, аналогично (5.17) и (5.18): 

~C1q2([-jfl2Qz8(y)==Cl8n8ty), (5.22)1 

т. к. /г =-2 и Й2---2«. Отсюда находим С- и фундаментальное 
решение оператора Л+<~ при я —2> <7>0: • 

(5.23> 
v-eO 

Это фундаментальное решение соответствует, как и должно» 
быть, формуле (3.23), но теперь оказывается Ci-=0, а С%Ф№ 
(в отличие от (5.1) и (5.14)). А именно, пользуясь соотношени-
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ями между бесселевыми функциями [41], можно (5.23) пред
ставить в виде 

#(y) = jY0(VWU))== 
=- - 4 - (М!) tfWm-HP (VW(M)), (5.24) 

где Я0 (z)==J0(z)-{-iY0(z)—первая функция Ханкеля нулевого 
лорядка, а ^ 2 ) ^ )^ / 0 (г ) - гГ- (г ) -вторая функция Ханкеля. 
Поскольку Jb(VqB)-I. (H<1> fl/_-£) + Н^ (УЩ-целая функ
ция от В, согласно (1.9), то из (3.14') и (3.23) вытекает, что 
ЧД+<7)-/0 (VqB(y)) = 0, i/6R". Поэтому, наряду с функцией (5.24), 
фундаментальными решениями оператора Д + ? являются также функции [14] г * 

я 
* (У) - 4 - /о (К.75) = - -J- Hi" (КТО) 

* (У) + T A (W-3) = - Hb2) (VWU)), (5.25) 
комплексно сопряженные друг к другу. Из (5.25) при .у--=со-
получаются формулы (2.11') главы 1 для ft*. 
^ П р и м е р 5.2. 1) Для одномерного оператора Гельмгольца 

—-+©2 из общей формулы (5.20) получаем фундаментальное 
Решение 

'• ^ ̂  -=-Й-Г( |-) У"^Ш -/i,2 «о | i/ |) = _1^Ш., уы (5.26) 

<см. формулу (1.11) главы 1), поскольку v - l Г ( - ) - — - ' 

a ^/2(2)==j/"3J--sin.2 [71]. С другой стороны, ^ Ш - ц е л а я 
функция от у и, следовательно, она удовлетворяет однородному 
уравнению Гельмгольца (при га-1). Поэтому наряду с (5.26), 
фундаментальными решениями оператора ~-\-а$ являются 
также функции dy 

I W 2© + I 2ш — - 2/сй ' (Ь-2/> 
что совпадает с формулой (2.11') главы 1 при * — 1 . * 

2) Аналогично, при п#-Ъ из (5.20) получаем [v0——J-] 

^ ( у ) = - 1 ^ Г ( т ) ^ 1 ^ 1 Г 1 / 2 ^ / 2 ^ 1 ^ 1 ) = = 

- = - W C 0 S f i ) | y | ' ^ (5-28) 
... W * 
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Sin CD Z/ t 

и поскольку - — j — ^ — целая функция от у, то она удовлетво-
ряет однородному уравнению Гельмгольца (при А=-3) и мы 
получаем также фундаментальные решения для Л + С°2в R3 вида 

, е±Щу\ 
$з=-—4л1—Г' ч т 0 С 0 В Г 1 аД а е т с формулой (2.110 главы 1. 

Теперь рассмотрим случай, когда т==0, #>0, и Q = — Д + <7* 
Тогда дВ(у)<0 при y&tn\Q и VqB(У) —мнимая величина при 
у=£0. Поэтому фундаментальное решение (3.23) содержит бес-
•селевы функции от мнимого аргумента. Покажем, что при п -^=2 
фундаментальное решение можно по-прежнему построить в виде 
(5.14). Нужно лишь уточнить какую ветвь (qB)r+v брать в (5.14) 
для <7.S<0 и vgC. Положим для конкретности 

( ^ ) r + v - ( - ^ ) r + v | S | r + v , 
где 

(^д)г^^елКг+у)\д\г+\ (5.29) 
т. е. разрез степенной функции zr+v выберем по отрицательной 
части мнимой оси: от — ioo до 0. Тогда все вычисления (5.16)— 
(5.25) с точностью до знака остаются справедливыми при замене 
q на — q, я В на \В\. 

niv 
Следовательно, учитывая, что Jv(iz) = e^ Iv(z), получаем из 

(5.20) для оператора — Д + # при пф2 фундаментальное реше
ние вида 

' • д Я / 2 - l 

«V.O0- ( n _ 2 ) Q l ^ /*- i х 
X[Г (v+1) (Vq|В | )v /v(Vq\B(y)\)] |w (5.30) 

где правая часть определяется в точке v=-=v0ss—- —~—как 
аналитическое продолжение из области Re ,v>0. 

При п = 2 из (5.24) и (5.25) заменой q на — q и В на \В\ 
получаем фундаментальные решения оператора Д-—<7 на пло
скости (см. [41]): 

L-HPiiVTm^-^Koi-rwb- (5.3i) 
П р и м е р 5.3. Аналогично, при « = 1 из (5.26) и (5.27) полу

чаем заменой о>= im 0 фундаментальные решения для 
•^—т% т0>0: 
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Наконец, при #=-3 и из (5.28) из формулы (2.110 главы 1 
(при .& = 3) получаем фундаментальные решения для операто-. 
ра А — т2

0 в R3: 

*®г--^.<&щ\У\> ^Ц^-'щ^6^^ (5'33) 

§ 6. Об особенностях фундаментальных решений уравнений 
второго порядка с вещественными коэффициентами 

и невырожденной квадратичной формой 

Проанализируем особенности фундаментальных решений 
уравнения (3.1) с невырожденной квадратичной формой, по
строенные в §§ 4, 5. "Оператор Р из (3.1) при условии (3.2) удов
летворяет условиям теоремы 4.2' главы 3. Поэтому для фунда
ментальных решений оператора Р справедливо утверждение 
следствия 4.2 главы 3. Проверим, что для фундаментальных 
решений <§, построенных нами в §§ 4, 5, это действительно так. 
Для этого найдем сингулярный носитель построенных функ
ций &{х). 

Из формул §§ 4, 5 видно, что s ingsupp^ в координатах 
у содержится в множестве 

Q={yeHn:B(y)^(By,y)=0}. , (6.1) 
Если т —О или /п=л, то уравнение (3.8) (и (3.1)) —эллиптиче
ское, и фундаментальное решение <£(у) — гладкое при уфО, 
что соответствует теореме 5.1 главы 3. Пусть теперь l ^ m ^ 
^ п — L Тогда Q — коническая поверхность в Rn. 

В исходных координатах х=Су уравнение для Q записы
вается в виде 

Q = {x*Rn: В (С-1*) — ((С^УВС-'Х, х)=0}. (6.2) 
Но В=В~1, ввиду (3.6). Поэтому из (3.5) вытекает, что 
(С-1УВС~1*=А~Х и (6.2) можно записать в виде 

Q^fxeR": (Л-1*, * ) = 0 } . (6.2') 
П р е д л о ж е н и е 6.1. Множество Q является проекцией на 

Rn множества всех бихарактеристик уравнения (3.1), выходя
щих из точек слоя J0*Rn над точкой JC=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Уравнение (4.5) главы 3 для харак
теристического конуса К оператора Р имеет вид 

Р*(1Уш*(А19 6)М). (6.3) 
Ввиду замечания 4.3 главы 3, нужно доказать, что векторы 
x£Q являются перпендикулярами к касательным плоскостям 
«конуса» (6.3). Но если |€7С\0, то перпендикуляр к ТгК про-
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порционален gracing, |) =~2Л|. Остается доказать, что вектор 
х=АЪ) удовлетворяет уравнению (6.27), если I удовлетворяет 
(6.3). Но это очевидно, поскольку 

(А^х,х)~(Ъ Лб)-0.- , (6.4) 
Итак, singsupp^fcQ и Q является проекцией на Rn семей

ства бихарактеристик. Это соответствует следствию 4.2 главы 3. 
Отметим также, что фундаментальные решения (4.10) и (5.12) 
имеют особенности лишь на половинках проекций бихарактери
стик. Это также соответствует следствию 4.2 главы 3. Наконец,, 
построенные в §§ 4, 5 фундаментальные решения & (у) являют
ся наиболее регулярными в следующем смысле. В singsupp^T 
не входят проекции бихарактеристик, не проходящие через точ
ку #=0. Оказывается, это есть проявление общей закономер
ности. 

Т е о р е м а 6.1 ([23], [55]). Для любого однородного опе
ратора Р, удовлетворяющего условиям теоремы 4.2' главы 3, 
всегда существует фундаментальное решение #, у которого 
WF(i?) состоит из объединения половин бихарактеристик, вы
ходящих из 0XRn*, и никакая бихарактеристика не лежит цели
ком в WF(^). Соответственно, при этом singsupp^ состоит 
из объединения проекций этих половин бихарактеристик. 

Глава 5 
КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 

Краевые задачи в полупространстве R+
n.= {#GR\: хп>0} яв-% 

ляются «модельными» для общих краевых задач в областях с 
гладкой границей. Для уравнений с постоянными коэффициен
тами они допускают явное решение. Анализ этого решения 
позволяет понять основные закономерности теории краевых за
дач. В частности, можно определить, какое число краевые 
условий нужно задавать на границе хя-=0, чтобы краевая за
дача имела решение, и притом единственное, при любых гра
ничных данных из заданного класса функций на границе. Это 
число, грубо говоря, равно количеству корректных по Петров
скому корней соответствующего характеристического уравнения. 
Например, задача Коши, в которой число краевых условий 
равно порядку уравнения по ~jj-, корректна лишь если все 
корни корректны по Петровскому. Такие уравнения называются 
корректными по Петровскому, К этому типу принадлежат все 
гиперболические и параболические уравнения, и уравнение 
Шрёдингера. С другой стороны, эллиптические уравнения по
рядка m в Rn при п ^ З имеют ровно ™ корректных по Пет-
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ровскому корней (т — четное при п^Ъ согласно предложению 
5.1 главы 3), и поэтому для них нужно задавать -к краевых 
условий. 

Основной метод исследования краевых задач в полупрост
ранстве — касательное преобразование Фурье, т. е. частичное 
преобразование Фурье по переменным (*!,..., яп_1)и* /"в гра
ничной плоскости хп=О к R+n. 

§ 1. Уравнения с постоянными коэффициентами 
в полупространстве 

LL Общее решение уравнения (0.1) в полупространстве. 
Рассмотрим уравнение (0.1) в полупространстве R+

n в случае 

Р(дх)и(х)=0, хп>0. (1.1) 
Решение и будем искать в классах функций (см. (3.1), гла
ва 2) 

^ r ) = UC^r)(0, o o ; # , ( R ^ ) ) c ^ ' < R ^ (1.2) 

где r = 0 , 1, 2,...,a6R, a 
C^={ueCir) (0, oo; Hs(R"-*j): sup е~ах»\\и(-, ' *«)| | ,< oo}. (1.3) 

*rt>o 
Грубо говоря, функции u£Uor) ограничены по хп1 а иви(

Л
г) рас

тут (или убывают) как <?аХя при хЛ-+ов. 
Найдем общее решение уравнения (1.1) в классах £/(г). Для 

этого применим к (1.1) обобщенное преобразование Фурье FX'+v 
по «касательным» переменным ,x' = (Xi9.~.-,xn_i) при л:л>0. На
пример, для ueCo>(Rn) 

u(l\xn)=Fx^ru(x',xn)^ le*'*'u(x',xjdx', | ' еГЛ (1-4). 

При этом уравнение (1.1) переходит в 
р{~4'* дхп)*№* Хп)*=0 п. в. $'еЯГ\ хп> 0. (1.5) 

Это уравнение выполняется при п. в. g'GRnwl в смысле обоб
щенных функций от Хп>0. Таким образом, (1.5) —это обыкно
венное дифференциальное уравнение на полуоси хп>0, завися
щее от параметра g'̂ R71-1. Это основной технический прием ре
шения уравнений в полупространстве. 
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Запишем характеристическое уравнение для (1.5) в виде 

P ( - j g ' , Л) = 2 Р ( Я ( £ 0 V—0, где v<m и />(v)(g')#-'6. (1.6) 
j«o 

Это значит, что v —порядок оператора Р(дх) по д* . 
Равенство v = т эквивалентно тому, что Рт (О,..., 0, 1) Ф О, 

т. е. граница dR* полупространства Rn не является характери
стической для оператора Р(дх) (см. определение 4.1 главы 3). 

Уравнение (1.6) при п. в. E'eR""1 (при которых P(V) (_0 т-0) 
имеет v корней 

Ь-МГ)>*- .МБ'К (1.7) 
считая с кратностью. 

Для простоты в дальнейшем мы всюду предполагаем, что 
корни Я*(11) при п. в. g'€R*M являются простыми: 

Ы£)ФК~Ю при &-#=/, п-в. g W 1 . (1.8) 
Иногда будем также требовать это для всех g'GR""1:' 

К(ЮФ^(Г) при ft^/, vg'eR-i. (1.80 
Тогда общее решение уравнения (1.5) имеет вид 

А, 
5(Г, •**) = 2 С* (SO ***(6')J4 п. в. 1'&ВГ\ хп>0. (1.9) 

fe=i 
Общий случай кратных корней исследуется аналогично. 

Упорядочим M l ' ) по возрастанию вещественной части: 
ReA,iU')<. . .<Re^(S ' ) , ' п. в. ГбС"-1. (1.10) 

Известно [53], что М§'!) можно выбрать непрерывными функ
циями от g'eC1*"1 в области, где pv{£>') ФО. 

Заметим, что модуль &-го слагаемого в (1.9) ограничен при 
*п>0, если Re^fc(6')^0 и экспоненциально растет при хп->-+оо, 
если ReM£')>0-

Для a£R обозначим через va=va(g') количество корней 
М1')> У которых Re lk(%') < a : 

Re ^ (£')< • • • <Re^V a(60<«<Re^v a+i(6')< • • • <ReAv(£'). 
п. в. g'eR"""1. (1.П) 

Тогда для того, чтобы u£U{a\ где и—функция из (1.9), необ
ходимо, чтобы 

С*(Е0-0 при A>v«(60. п. B.reR""1, (1.12) 
ш, соответственно, для общего решения уравнения (1.1) из 
класса £/(а

г) 

Va(S') 

£(&'.*«)- 2 с*ао^(6г)*л. п.в-6'eR11"1. ля>а а.120 
шри некоторых Ck (£')• 
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Определение 1Д. 1) Корень fail') уравнения (1.6) на
зывается корректным по Петровскому, если 

ti*s sup ReAHg'K0 0 ' (113> 

и а-коррекмным^есля а Л < а ; устойчивым, если ock<0 и яе#£-
тойяшъш, если а* > 0. 

,2) Уравнение (1.1) и оператор Р(дх) называются коррект
ными ho Петровскому, если все корни Xk(lr), £ = l , . . . , v 
являются корректными по Петровскому, и ^-регулярным, если 
чисую va (!')• н е зависит от £' при п. в. 1'£Яп~г 

v«(£0»ve, п.в.Гб^"1- (1Л4>"" 
Если уравнение корректно по Петровскому, то оно «-регу

лярно при все# a > a v . Отметим, что « i < . . * < a v . 
1.2. Классификация уравнений в полупространстве. 
О п р е д е л е н и е 1.2. Оператор Р (дх) называется гипербо

лическим (по Гордингу) в R^, если он корректен по Петровско
му и граница х п =0 не является характеристической для опера
тора Р (т. е. v = m). 

П р е д л о ж е н и е 1.1 ([55]). Если Р — гиперболический опера
тор в R+, то его главная часть Рт—также гиперболический 
оператор в R+. 

Действительно, Рш (—i\, X) = lim t"mP (—it%, Щ. Поскольку 
все корни tX многочлена t~mP (-Щ, tX) лежат в полуплоскости 
ReX<am, то все корни % многочлена Pm(—i%, X) лежат в полу
плоскости, R e A < 0 . 

П р е д л о ж е н и е 1.2 ([55]). Если р=*'рт—однородный гипер
болический оператор, то его корни X°k (g')-— чисто мнимые при 
reR^xa 

Действительно, для однородного многочлена 
Л»(-«Б', щ=г«рт(-ц>,х) vtec, G', ь)бС*. (Ы5> 

Следовательно, если xl—-корни многочлена Рт(—ig, •)> то 
/4—корень многочлена Рт(—Щ\ •) V*6R. Но R e a £ не может 
быть ограниченной при *6R, если R e u ^ O . 

С л е д с т в и е 1.1. При любых а ^ О все корни однородного 
гиперболического оператора Р являются a-корректными, а Р 
является «-регулярным при любых a£R. 

Отметим, что из (1.15) и (1.10) вытекает 
xlm^txUl') Vt>0, ГбС^\0. (1.15') 

Определение 4.2 строгой гиперболичности из главы 3 оче
видно, эквивалентно следующему. 
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О п р е д е л е н и е 1.3 ([34], [55]). Оператор Р(дх) назы
вается строго гиперболическим по Петровскому, если корни 
3i*°(£')» &—Ь -•'• • у т> соответствующие его старшей части Рт(дх), 
различные и чисто мнимые при V|'GRn*~ l\0.. 

П р е д л о ж е н и е 1.3, ([55]). Для того чтобы любой опера
тор Р{дх) с заданной главной частью Рт{дх) был гиперболиче
ским, необходимо и достаточно, чтобы Рт был строго гипербо
лическим. 

П р и м е р ы с т р о г о г и п е р б о л и ч е с к и х у р а в н е 
ний. 

1) Волновое уравнение 
• и = - ^ й - а - А а ( х , *)=0, *>0, х&\ (1-16) 

имеет вид (1.1) с n=k+l, xn^t. Поэтому для него характе
ристическое уравнение (1.6) имеет вид А,2+а2|||2==0, |6Rfc (мы 
пишем I вместо. | 7 ) и Хь2(1) -=±ta|Ц, и для общего решения 
^6У0,(Г), согласно (1.12'), получаем 

и{Ь *)—-Сх (I) е*№*+С2 (I) е-**М~А (|) cosа| 61* + 
+B(l)siha\l\L (1.160 

2) Аналогично- для уравнения Клейна —Гордона 
' (D+:ml) и (х, t) —О, t > 0, х№, (1.17) 

корни Ai,2= ±ш (|), где со(1) = у.а2\1\2г+т1 и для общего 
решения u£Uir) имеем 

«(Б, 0 —A©costo©/+B(9sln0-(E)^-. (1.170 
3) Для волнового уравнения с трением 

(n + Kjt)u(x,t) = 0, t>0, х№*; К>0* (1.18) 
характеристическое уравнение Я2+а2|£|2+ЛТЯ—0 имеет корни 
ХЬ2= —-у ± ]/-—-—а21 £ |2. Поэтому для общего крещения 
uBUor) получаем 

\Сг(1),Ь--^)' + С 2 £ ) е Н ^ > ) < при а | t | < « ; 
а&*) — 

е 2 ' (A(S)cos(B(9.«.+B©sto«D(|)<) при а Ц | > £ , 

где 1*© — | / " - J — Й?ЦР," c o © - | / t f IEI- -4- -
4) При другом варианте введения трения 

(!~+/c)Sa(x,t)=a2Aa, - > ° - ^R*, (1-19) 
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корни Xi,2-== — K±ia\l\ и для общего решения «66гог) получаеш 
« ^ 0=-^'-^(C'i-(g)eto'SU-j-c2'<g)e--|e^i'). (1.19'> 

Отметим, что все уравнения (1.16) — (1.19) кх-регулярны при 
а ^ О и для них Va = 2 при а ^ О . Уравнение (1.18) не является 
а-регулярным при а€] — К, 0 [. 

Определение 5.1 главы 3 эллиптического оператора, очевид
но, эквивалентно следующему: 

О п р е д е л е н и е 1.4. Оператор Р(дх) называется эллипти
ческим, если граница х п =0 не является характеристической, т. е-
v=m и 

ЯеКх°{Ъ')Ф0,к=19..., m при ЦбЯ^-ЧО, (1.20) 
где'№•(%') —корни, соответствующие старшей части Р(дх) опе
ратора Р. 

П р е д л о ж е н и е 1.4 ( [ И ] , [55]). Если Р{дх) — эллипти
ческий оператор и д ^ З , то т==2/ — четное число и количество-
v-(g') корректных по Петровскому корней %к равно I 

Четность m при п^З вытекает из предложения 5.1 главы 3. 
Для однородного оператора Рт(дх), ввиду (1.15')', все корни 

%k° с ^ ° < 0 —корректны по Петровскому, а с R e ^ ° ( g / ) > 0 — 
не корректны по Петровскому. Отсюда легко вывести предло
жение 1.4 в случае Р-=Р т . Общий случай, когда РФРт, сво
дится к рассмотренному при помощи следующей леммы. 

Л е мм а 1.1. Если граница хп=0 для оператора Р(дх) не 
характеристическая, то корни Xh(i'), соответствующие операто
ру Р(дх), и №(%'), соответствующие Рт(дх)., имеют «одинако
вую» асимптотику при ^ ' ( -^оо: 

ЫЮ-Ч&)+0(\1% 1Ё'К« гееч (i.2i> 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем . g'GC*-1. Тогда для 

ta°(g') и отношений Xh(tl'])ft уравнения имеют асимптотически 
одинаковый вид (см. (1.6)): 

j - 0 Г 

(1.22> 

/=-o 
Но ПрИ t-~* со 

— ^ {to}p«.} (gO и p ( m ) ( r ) = p°OT)(r)--Pm(0, . . . 0, 1)^=0. (1.23) 

Следовательно, при/->-{-ао 
'МП!)1* + Ъ№% (1.24) 
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С л е д с т в и е 1.2. Из (1,21) вытекает, что для эллиптичес
кого оператора Р(дх) при п ^ З в соответствии с нумерацией 
О-10) 

.ReA.(r)-{?-:Si>i < L 2 5 > 
поскольку то же верно для корней А,°(£')-

Предложение 1.4 доказано. 
П р и м е р ы э л л и п т и ч е с к и х уравнений. 
1) Для уравнения Лапласа 

AW(JC)=0, JC„>0, х'шв(хи.:.9 *»-i)6R»-J (1.26> 

характеристическое уравнение —Ц / |2+Я2=0 имеет корни 
î,2 = :-F|i / | и для общего вида решения u£UQ

(r) получаем 

г(б ,,^л)-с1(бо«н6,,*я. а--6/> 
2) Аналогично, для уравнения 

ku-qu(x)=0, х л >0 , • x'GRT1; <7>0, (1.27) 
корни 1̂,2=ч= + У\ V I2 + Я и Для общего решения иб£/ог> 

получаем 
u(l',xn) = C1(^)e-vm¥:r^. (Г27') 

3) Для уравнения Гельмгольца 
Att+^(jc) = 0, xn>0, х'еЪГ\ co0€R\0, (L28> 

корни Ль2=- + K|5'l2 — 0)o- Поэтому для общего решения ивикг) 

получаем (со^Усо^ — |g' р) 

- . |С1(е)«"МГя + С-(10е-1в*л при 1 Г К К 1 - а т 

к «О « К V"npH|E'l>l»ol--
4) Для уравнения Коши—Римана 

корень X = gi и для общего решения u&Uir) получаем 

м(|ь х 2 ) = | 0 п р и ^ > о . llfZ* > 
Уравнение (1.26) является а-регулярньш только при а=0, . 

(1,27)-при o6[-VT,- VTh Уравнения (1.28) и (1.29) не яв
ляются «-регулярными ни при каком agR-

Из следствия 1.2 вытекает 
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Предложение 1.5. Эллиптический оператор Р(дх) при 
#t>3 является а-регулярным лишь при а6[а/, a/+i], если 
%<а / + 1 = inf Re Vi( i ' ) ' при этом va=-^-. 

Определение 1.5. Уравнение (1.1) называется h-парабо-
личесшм по Шилову (MR), если при некоторых Ci>0, C2̂ R 

R e ^ . ( r X - C i i r i f c + C 2 при r^R^1 , V£=l , . . . ,v . (1.30) 
Очевидно, любое параболическое по Шилову уравнение яв

ляется корректным по Петровскому и является а-регулярным 
при Va^av. 

Примеры п а р а б о л и ч е с к и х у р а в н е н и й . 
1) Уравнение теплопроводности (или диффузии) 

-||==а2Ам(х,4 *>0, xmk\ a>0 , * (1.31) 
имеет вид (1.1) с / t = H l и x- = i. Оно является 2-парабо-
лическим по Шилову, %г=>—а2\1\2, и для uGUor) получаем 

U(l,t) = cka)e-«'W\ "' (1.310 
2) У ранение теплопроводности с поглощением (или 

рождением, если <7<0) 
~~=a?Au(x,t) — qu, t>0, x6Rft; a > 0 , <?eR, (Ь32) 

также 2-параболическое|по Шилову, Хх = —a21 g |2 — <7 и для u£Uor\ 
сюлутаем 

.«(&*) —\ 0, a2U|2<—^. (1.-32) 
Уравнение (1.32) является a-регулярным при а^—q и 

тогда л?а=1, и оно не является а-регулярным при а<—<7-
Определение 1.6. Уравнение (1.1) называется ^парабо

лическая по Петровскому (р= 1, 2 ; . . . ) , если 
ра = 0при |a / |+pa n >Pv, (1.33) 

а все корни уравнения 

Рт,*(Ъ'Л°)~ 2 p*(-il'f№*n=0 (1.34) 
|a'|+part»vp 

являются строго устойчивыми в следующем смысле: 
R e ^ ( r ) < 0 , | Г | = 1, Г ^ ^ 1 . (1.35) 

Например, уравнения (1.31) и (1.32) являются 2-параболи-
ческими по Петровскому. 

Отметим, что (1.35) возможна лишь при четных (} = 2Ь, где 
Ь=1, 2 , . . . . Действительно, если Х° — корень уравнения (1.34) 
для g'-SR71-14^, то Рк° — корень того же уравнения для i£'. При 
N—1 и нечетном £ это противоречит (1.35). 
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Предложение 1.6. Если уравнение (1.1) является 
2Ь-параболическим по Петровскому, то оно также 2Ь-парабо-
лично по Шилову. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим корни уравнения (L34) 
через XkQ (£'). Аналогично (1Л57), 

%l(ti')^t*X(i% *>ъ гек^чо. • (1.36) 
Поэтому корни Я°(£')» ввиду (1.35), удовлетворяют нужной 
оценке (1.30). Остается заметить, что, согласно (1.6) и (1.33), 

p(V)"(60« 2'Р«(-гг)в й ' -ло o.v)^o. (1.37) 
Поэтому корни hk[l') и А,°(Ю при | | ' |->оо имеют одинаковую 
асимптотику: 

^ (Г )= \ ° (Г ) + о(|Г12д). (1.370 
Это следует из леммы 1.1, примененной к оператору Я (<?*'. <?£*)» 
поскольку для него плоскость 5 = 0 не является характеристи
ческой ввиду (1.37). 

З а м е ч а н и е 1.1. Классификация уравнений (1.1) в полу
пространстве на гиперболические, эллиптические и параболи
ческие не является полной. Например, для уравнения Шрёдин
гера 

^==ia2A^(jc,^ *>0, *eR*; a > 0 , (1.38) 
характеристическое уравнение имеет корень Xi = — ia? | £12. 
Поэтому, для грбЦ^* получаем 

* t t . < ) - f t ( 0 r w . (1.380 
Уравнение Шрёдингера не гиперболическое, не эллиптическое и 
не параболическое по Шилову. Однако оно является а-регуляр
ным при VaGR. 

Аналогично, для волнового уравнения с сильным трением 
| £«а 2 Ди(х, t) + K—tot, t>0, x$R*; a > 0 , /C>0, (1.39) 
характеристическое уравнение %2 -= — a2 j g p—/<ГХ | g p имеет 
корни 1 и = - в ± у E^-tf\%\K Поэтоиу для йбЫ>г) 

получаем 
« ( Ь ^ - ^ О ^ + С а О ^ . (1.390 

Уравнение (1.39) не принадлежит к типу гиперболических, эл
липтических или параболических по Шилову. Однако оно яв
ляется a-регулярным при Va^O (и не является а-регулярным 
при а < 0 ) . 
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§ 2. Регулярные краевые задачи в полупространстве 
в классах ограниченных функций 

Как видно из (1.9) уравнение (1.1), в полупространстве име
ет, вообще говоря, бесконечное число линейно независимых ре
шений. Действительно, если взять, например Cfe(|/)6C0

oo(Rn), 
то функция 

и(х\ хп)^Ру1хЩъ\х№У<£у
 r t • (2.1) 

при некотором достаточно большом а (а > max Re %k (I') 
S'gsuppC^ 

Vk= 1 , . . . , v) и любом r= 1, 2 , . . . , и и является решением 
уравнения (1.1). 

Регулярная, т. е. «правильно» поставленная задача для 
уравнения (1.1) должна иметь единственное решение. Для этого 
на и нужно наложить дополнительные ограничения, чтобы из 
всех решений выбрать одно. В задачах математической физики 
это обычно достигается заданием краевых условий на границе 
области. В случае уравнения (1.1) граница области есть гипер
поверхность Хп=0. Зададим на ней краевые условия вида 

Bj(dx)u(x)\Xn=so+^fj(x'), x'eR*-1; /==i , . . . , / , (2.2> 
где 

••' ^ ( ^ = 2 bjad*. (2.2'> 
|a|<my 

Возьмем г>1к=хшхтг Тогда для u£U{r) или иви{
а
г) условия 

(2.2) имеют смысл, в силу теоремы 3.1 главы 2, как равенства 
в пространстве Н„«> (Rn_1) == и Hs(I{n-1). 

Наша цель — найти условия на операторы Р, Ви . . . , Bh при 
которых краевая задача (1.1), (2.2) «правильно» поставлена,, 
в частности, найти число I. Грубо говоря, ответ состоит в том, 
что в (1.9) нужно отбросить все слагаемые, соответствующие 
неустойчивым корням (у которых ReX^X)); / равно числу 
устойчивых корней (у которых Re^<0) , а значения 
(Bj(—jg', ^ (Ю))*- ! символов на устойчивых корнях должны 
быть линейно независимы. 

2.1. Регулярные краевые задачи. 
Определение 2.1. Краевая задача (1.1), (2.2) называется. 

регулярной в U(
0

r\ где г> /я , если для любых ffiH^.^ (Rn~l) 
она имеет решение u^Uor) и притом единственное. 

Найдем необходимые условия для того, чтобы задача (1.1)» 
(2,2) была регулярной в Uor\ 
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Предположим, что задача (1.1), (2.2) является регулярной 
в Uor) и пусть йб£/ог) является ее решением. Тогда, соглас
но (1.120, 

Vo(fc') 

• .и(6,э *лН 2 СЛ(60^*(6>)Ч п. в. reR^XO, *Л>0. (2.3> 

Функции -Сл(1'). находятся из краевых условий (2.2). Для этого 
нужно применить к (2.2) касательное преобразование Фурье 
F-x'+r (см. 1.4)) при хп=0: При этом получим: 
Bji-il^d^uil^^+y^'fjin п. в, б'ЙГЛ / - U . ' V H / . (2.4> 
Подставляя сюда (2.3), получаем 

V.(S') 
2 B^^il^lumC^l^fjin п. в. ГбИП •• (2.5К 

у-==1,...,/. 
Поскольку задача (1.1), (2.2) является регулярной в £/ог\ то-
система (2.5) для любых //(|06^—oo=-F.x'^'^—oo(R,z) при п. в. 
ĝR71""1 имеет решение и притом единственное. Отсюда вытекает 

Предложение 2.1. Для того чтобы краевая задача (1.1),, 
(2.2) была регулярной в Uor\ r>m« необходимо, чтобы 

VoftOssvo-^Z при п. в. g^R^1 (2.6) 
так, что, в частности, уравнение (1.1) должно быть О-регуляр** 
ным; кроме того, матрица £^(£0 = -Ву(—iS'', -М£0) должна быть 
невырожденной при п. в. g'gR'*'"1: 

Ае\(Вй(Щ^хфО при п. в. reR""1. (2-6') 
Это есть условие типа Шапиро —Лопатинского [27], необхо

димое для того, чтобы задача (1.1), (2.2) была регулярной 
в £/ог). Запишем систему (2.5) в векторном виде 

B(t')C(t')=F(Z'),n:B.t'eR"-\ (2.7) 
где Б (Г) = (5У*(£0)—матрица / х £ . a G(g') и ?{%) — вектор-
столбцы с элементами С*(60 и / ; (50 соответственно. Тогда* 
ввиду (2.60, 

G(£0--В"1 «Of (60. п. в. E'eir*. (2.8>-
Пример 2.1. Для любого оператора P(d*)- удовлетворяю* 

щего нашему предположению (1.8), краевая задача 
d£a(x',0-\-) = fj(x'), у-1, . . . ,*$ (2.9) 

удовлетворяет условию (2.б7). Действительно, для нее BjkiV)^ 
= ггЧ10 и, в силу (1.8), 
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uetBffl~U(hbu')-MV))*0 при п. в. reR^1. (2.10) 
k>t 

Теперь укажем достаточные условия регулярности краевой 
задачи (1.1), (2.2). Пусть необходимое условие (2.6) выполнено. 

Предложение 2.2. Для того чтобы задача (1.1), (2.2) 
€ыла регулярной в £/0

(г), достаточно, чтобы условие (2.6х) вы
полнялось при Vg'-R71"1 (а не при п. в. §'): 

det £(£')=?-= О VI^R^-i (2.6") 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Нужно проверить, что решение а, 

найденное по формулам (2.1), (2.3), (2.8), принадлежит классу * 
Щг\ г ^ т . Заметим прежде всего, что из (2.6") вытекает оцен
ка: при некотором a6R и С>0 

|(Зе15(Г)|>С(1+|Г1)а, 1'Щп~1. (2.11) 
Эта оценка вытекает из теоремы А.2.5 из [55], примененной к 
лолуалгебраической функции от х 

f(x)^ inf \detB(l')\. (2.12) 

Полуалгебраичность функции f(x) означает, что множество 

F*m{(x,.y)(LW:y^f(x)} (2.13) 
ш R2 является полуалгебраическим. В свою очередь, полуалгеб
раичность F вытекает из следствия А.2.4 [55], поскольку f(x) 
допускает представление вида (А.2.2) из 055]: 

/ (х)=М (у > 0 : ^ - | det(Bj(-il\ ЩлМ?, \ V 1-х, 
Pi—Ч'Лк)=0, R e ^ < R e X 2 < . . . < R e ^ < 0 ) . (2.14) 

Отметим, что все эти результаты из [55] доказываются при 
помощи принципа Зайденберга—Тарского. Аналогично (2.11) 
доказывается оценка: при некотором a^R 

1^(Г)1<С(1 + | Г | Л reR^1. • (2.15) 
Отсюда и из (2.11) вытекает, что при некотором ЬвЯ 

| |5-ЧГ)| |<С(1 + |Г|)6, r e R M . (2.16) 
Отсюда в силу (2.8) вытекает, поскольку / ) (1№Й-0О=Й€Х>(Яа~1) 
что также 

Ск(ЮеЙ^(К^). (2.17) 
Остается проверить, что при некотором sgR для vy=0, 1, 2 , . . . 
<а не только при у<г) 

\\Hnu(^xn)\\s<CjtS<^ прихл>а "(2.18). 
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Но это очевидно: из (2.3) получаем, что 
" V0 

dlji (£', хп)={sum} Ck (Г) *£ (Ю еV». (2.Щ 

Отсюда, поскольку Re^ft(.;')<0. k<v0, получаем, ввиду (2.15) 

I dijt ft', x„) Г < С _ | С* (Г) |2 (1 +1Г |)2/а~. (2.20K 
й=-1 

Поэтому, согласно определению 3.1 главы 2, для VsgR 

II < " (• - x„) f|5 - J (1 + | Г \Г I ^„й (£'- л») Г d r < 
< С {sum} J (1 +1Г \)2(*+]а^ I Cft d') p d r . (2.21> 

Остается учесть, что С&Н-~<х>- | 

Отметим, что s в оценке (2.18) зависит от /, как видно иа 
(2.20)-

З а м е ч а н и е 2.1. Если выполняется предположение (1.8'), 
то краевая задача (2.9) удовлетворяет условию (2.6") ввиду 
(2.10). 

Предложение 2.3. Если выполняется предположение (1.8'} 
для k, /<v 0 , то условие (2.6") (вместе с (2.6)) является не
обходимым и достаточным для того, чтобы краевая задача (LI),, 
(2.2) была регулярной в Uor) при г>тах(/я, v0-~-l). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность доказана в предложе
нии 2.2. Для доказательства необходимости заметим, что для 
иб£/ог), по определению (1.2), при r>v0—-1 

di^uix^O + ^Vjix^H^m, У-1, ...,v0. (2.22) 
Подставляя сюда (2.3) и учитывая, что v0=/ согласно (2.6)* 
получаем для Ck(l') систему, аналогичную (2.5): 

{sum}4-1(r)CA({xi}0-=^(i')€H--o. (2-23> 

Ее определитель (2.10) удовлетворяет условию (2.6м), ввиду (1.80-
Если задача (1.1), (2.2) регулярна в Utf\ то при v/y6#—oo (R""1} 
она имеет решение иеикг) и тогда Ck(l%H-oo v£, как показано* 
выше. Но ввиду (2.8), 

СЛ(10 = 25Г/(Г)/;(Г)5 п. в. ГбГ"1. (2.24) 
Поэтому, в силу (2.24) функции Вцг(1') локально ограничены,, 
откуда вытекает (2.6"). 

2,2. Примеры регулярных краевых задач. 
1) Гиперболическое уравнение Клейна—Гордона (1.17> 

имеет вид (1.1) с n=k + l и хл-==*. Для него Xx^d)^ 
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ет ±iV\l\2+ml\ geR*, так что v0=2 и выполняется условие 
41.80 (мы пишем g вместо Ю- Поэтому для (1.17) регулярной 
i £/ог) является задача (2.9) с /==2 —так называемая задача 
Моши с «начальным» условием 

й(х, 0 + )=щ(х), dtu(x, 0)=цг(х), x№k. (2.25) 
Щодставляя общее решение (1.170 в (2.25), находим, аналогич
но (2.5), (2.8): А(1)^щ(1) и 5©--=МШИ£)> откуда 

/ £ < М * М Э С 0 ^ (2,26) 

2) Для эллиптического уравнения (1.27) v0*=l, и регуляр
ными в £/<$г) являются: 

а) задача Дирихле: 
и\Хя^+^щ(х<)^(1>, x J ^ ^ a O ^ 1 ' 1 1 ^ ^ . (2.27) 

б) Задача Неймана: 

\ M^+-^'^^^^-^^^Vm^Xn- (2.28) 
м) Третья краевая задача (при а > 0 или Ima-^0): 

_ /(10 -У1Г1--7.Г-- ( 2 2 9 ) 

т) Задача с косой производной (все £*6R и не все bk=0) 

S*>£, =~f(x')=Mt(Z',xJ^ 

fil')e -V\l'\*+qXl n 

n-\ 
(2.30) 

регулярна в U[r\ если Ьпф0 или /i=2-
3) Для уравнения Лапласа (1.26) также v0^=l, и задача 

Дирихле регулярна в U^r): 
и k=o+ = «o (x')^£(1\ хп) =щ Г) еЧ1'1*п- (2-31) 

Аналогично и для третьей краевой задачи (2.29) при а > 0 или 
при Ima-^O: 

_*L ^Л _ • ,_*_ ~,*, „ v _ / (Г) л-\Г1*пл (2.32) "Шг-Ч.-а+*->Р <*')=^'' *-»—ГГ^в" 
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4) Параболическое уравнение (1.32) имеет вид (1.1) с 
*я=Л + 1 и xn=t. Для него v 0 =l при q>0, и регулярной 
в UQ является задача Коши с начальным условием 

и(х^ + )^и,(х)^{1,^^щ{1)е^г\^^^. (2.33) 
5) Для уравнения Шрёдингера (1.38) также v 0 =l и для 

него регулярна в Uor) задача Коши с начальным условием 
Ф ( * , 0 + ) - # 0 М ^ (2.34) 

6) О п р е д е л е н и е 2.2. Задачей Коши для общего урав
нения (1.1) называется задача с условиями вида (2.9), mel—v. 

Для регулярности этой задачи в Uir\ согласно предложе
нию 2.1, необходимо, чтобы v0(£0 = v (условие (2.6) с Z==v) и, 
согласно замечанию 2Л и предложению 2.2, достаточно, чтобы, 
кроме того, выполнялось условие (1.8'). 

§ 3. Регулярные краевые задачи 
в классах экспоненциально растущих функций 

•3.1. Определение и примеры. Определение 3.1. Крае
вая задача (1.1), (2.2) называется регулярной в классе Uir\ 
где agR и г>т, если для любых /уеЯ-оо (R71"*1) она имеет 
решение u^U^ и притом единственное. 

Предложение 3.1. Для того чтобы задача (1.1), (2.2) 
была регулярной в Uir\ r>m, 

1) Необходимо, чтобы, аналогично (2.6), 
v a ( i 0^v a = i, п. в. reR^1 , (3.1) 

в частности, чтобы уравнение (1.1) было а-регулярным, и что
бы выполнялось условие (2.60 • 

2) Достаточно, чтобы выполнялись условия (3.1) и (2,6"). 
3) условие (2.6") вместе с (3.1) необходимо и достаточно, 

если условие (1.8') выполняется для k,j^jva и r>max(va—1,/п). 
Это предложение доказывается совершенно аналогично 

предложениям 2.1—2.3. 
Примеры краевых задач, регулярных в Uir). 
1) Волновое гиперболическое уравнение (1.16) имеет вид 

(1.1) с n^k + l и xn=t. Для него v0=*2, но условие (1.80 
выполняется лишь при |6R*\0. Поэтому для него задача 
Коши с условиями (2*25) удовлетворяет требованиям (2.6)» 
(2.60, но не удовлетворяет (2.6")* Подставляя (1.160 в (2.25), 
находим -А(9>.ао(Э и В•©•—й (£)/Ul, откуда 

Щ О ^ М ^ с о з а Ш (3.2) 
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Отсюда, аналогично (2.18) — (2.21), выводится, что при $6R 
И djt—̂eC-* -*>H2-sCC7 С ll«blli+-̂ ---|l «x 112̂—̂—1--?) при t>0, (3.3) 

если || йЬ ll-s+y < оо • н ||ailU/.—i< oo. Из (3.2) следует, что задача 
Коши (1.16)?-(2.25) не является регулярной в Uor\ но (3.3) 
показывает, что она регулярна в . U(

a
r) при с̂с>(Х 

Этот пример показывает, что условия предложения 2.2, доста
точные для того, чтобы задача (1.1), (2.2) была регулярной 
в Uor\ близки к необходимым (в частности, условие (1.80). 

2) Аналогично, для уравнений (1Л8) и (1.39) задача Коши 
с условиями (2.22) регулярна в £/£г) при а > 0 , а для (1.19)— 
при а > — К* 

3) Уравнения (1.16) и (1.17) в классе U(
a
r) при а < 0 имеют 

только одно решение и= 0. Поэтому для них является регуляр» 
ной задача в С/{

а
г) при а < О без краевых условий. То же верно 

для уравнений (1.18) и (1.19) при а < — АГ. Уравнение (1.18) не 
является а-регулярным при аб] — К, 0[, поэтому при этих а 
для него нет регулярных в U^r) краевых задач; аналогично 
обстоит дело в уравнением (1.39) при а < 0 . 

4) Для эллиптического уравнения (L27) все краевые задачи 
(2.27) — (2,30) регулярны в U{

a
r) при аб[ — У Т , VTl При 

a$[—Vq\Vq\ для уравнения (1.27) нет регулярных в U{
a
n 

краевых задач, поскольку оно при этих а не является а-регу
лярным; то же верно для уравнения Лапласа при а-^0 и для 

щ уравнений Гельмгбльца (1.28) и Коши —Римана (1.29) при всех 
a6R. 

5) Для параболического уравнения (1.32) задача Коши (2.33) 
регулярна в U(

a
r) при а> — q; а при a<—q для него нет 

регулярных в U(
a

r) краевых задач. 
З а м е ч а н и е 3.1. Из рассмотренных примеров видно, что 

число / краевых условий в регулярных в Ur
a задачах для фик

сированного уравнения слабо зависит от а Например, для, 
рассмотренных гиперболических уравнений 1=0 или t=2, для 
эллиптических, параболических и Шрёдингера —только /=1, 
для (1.39)—только 1=2. Это связано с условием (2.6) и тем, 
что уравнение является a-регулярным как правило лишь для 
одного (или двух) значений a6R, если такие а вообще имеются. 

Например, для уравнений Гельмгольда (1.28) и Коши—Ри-
мана (1.29) таких значений а вообще нет, и соответственно, ре
гулярных в t/a

(r) краевых задач вида (2.2) для них так~: 

же нет. 
С другой стороны, например, уравнение (ср. (1.19)) 

x6Rk, t>0, (3.4) 
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при К2<Кг имеет корни :j 

K2°=—Ki±ia\l\, ^3A^—K-2±ia\l\\' ЫКК 

Поэтому для его решения u£U{r) 

и (Ь *)•= в~™ (Сх © **№.< + С2 (g) е - W ) + 
+ е~^(С3(£^^ 

и для уравнения (3.4) 
|0, а<~Къ 

va(g)« 2, — / C i < a < ~ / r 2 . 
14, а>—ЛГ2. 

Поэтому для (3.4) регулярная в _^г) задача должна приг 
а>—К2 содержать 4 начальных условия (например, задача 
Коши), при а6[—- К и —JC2] —два условия; при а < — î x не. 
нужно задавать никаких краевых условий. 

3.2. Задача Коши. Чтобы задача Коши для общего уравне
ния (1.1) (см. определение 2.2) была регулярной в Uir\ необ
ходимо, согласно (3 Л)/выполнение услови.̂  

« K(S0=v, r e R * - 1 ) ^ ^ - . (3.5> 
Это означает, в частности, дхо уравнение (1.1) должно быть 
корректным по Петровскому. 

Предложение 3.2. Пусть уравнение (1.1) корректно по 
Петровскому и (см. (1.6)) 

p(V)(r).-sconst^-a < (3.5')* 
Тогда задача Коши для уравнения (1.1) регулярна в U{^ 

при a > a v (даже если не выполнено условие (1.8)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При условии (3.5) задачу Коши для. 

уравнения (1.1) можно записать в виде системы (где t = xn)i 
(дий 

dt 

dt 

= ux(tyx% *>0, x^Rn~\ 

v - l 

^--r-^S^^0^ •Jf-6 

16—10120 

(3.6> 
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В векторном виде эта задача записывается так: 
.•2~-Q(d,>)U(x',f), t>0, A:'6R"-1; 

U|,=0+=E-( ;' '•); Uml] ). (3.7) 
• V / v / \«v / 

Или, после касательного преобразования Фурье, 

^=Q{-il')U(%>,t), t > 0 ; U(i',0+)=F(t% 

п. в. i'eR""1. (3.8) 
Отсюда 

й(Г, t)=e<H-4')tF(1% п. в. reR*-1, *>0. (3.9) 
Заметим теперь, что 

de t (Q ( - i r ) -*E)—/> ( - i i ' , Я), (3.10) 
так что собственные числа матрицы Q(—i\') равны Яй(£'). 
А = 1,. . . , v. Поэтому, в силу оценки из [20], [37], 
II««<-«')• 11<се^^1+<||Qc-igoii)^ при t>o, гее-1. (3.11) 
Отсюда следует, что yl=0,1, 2, . . . 

Il^<?(-'.')'||<ce^(1+|g'|p'(-+0v-1. 0 0 , гее-1. (3.12) 
Поэтому, аналогично (3.3), при а > av Для vsgR 

V 

lil^£/(., 0(lUCa^2ll//ik-M/, *>0, (3.13) 

где ||Н||,-норма в [ Я , ^ 1 ) ] * . 
Например, для уравнения (1.39) задача Коши (2.25) регуляр

на в Uty при <х>0. 
Следствие 3.1. Задача Коши является регулярной в £/«г) 

при•a>av для уравнений (1.1), гиперболических по Гордингу 
или параболических по Петровскому. Действительно, для таких 
уравнений условие (3.5) выполнено, и (3.50 - также. 

3.3. Задача Дирихле для эллиптических уравнений. Пусть 
-Р'{дх) — эллиптический оператор в Rn порядка т=2/ , где I — 
целое число (это всегда верно при л>3, согласно предложению 
5.1 главы 3). 

Определение 3.1. Задачей Дирихле для оператора 
Р(дх) называется краевая задача с условиями вида (2.9), где 
* м 

2-
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Предложение 3.3. 1) Если а/<а,+1- и выполнено усло
вие (1.с_), т о Для оператора Р задача Дирихле регулярна в £/«г> 

при аб[о-/, а/+1]. 
2) Если (*1>щ+и т 0 для оператора Р (дх) нет регулярные 

в £/дГ) краевых задач. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение 1) вытекает из предло

жения 1.5 (2.10) в силу п. 2) предложения 3.1. Утверждение 
2) следует также из предложения 1.5 в силу п. 1) предложе
ния 3.1. 

§ 4. Регулярные краевые задачи 
в классе функций произвольного роста 

4.1. Рассмотрим краевую задачу (1.1), (2.2) в пространстве 
функций uQU{r\ г>7п. 

Определение 4.1. Краевая задача (1.1), (2.2) называется 
регулярной в классе U{r\ r>m, если при всех / ;-6Я-ОО (Rn~~1} 
она имеет решение йб£/(г) и притом единственное. 

Найдем необходимые условия на операторы Р, Л ь . . . , BiP 
при которых задача (1.1), (2.2) регулярна в Uw. Функция и иа 
(1.9) при любых Cfe^OeCo^R71"1) принадлежит С/(г) и являет~; 
ся решением задачи (1.1), (2.2. Отсюда вытекает 

П р е д л о ж е н и е 4.1. Для регулярности задачи (1.1), (2.2) 
в />> 

1) необходимо, чтобы /=v и выполнялось условие (2.6'); 
2) достаточно, чтобы оператор Р был корректным по Пет

ровскому, 1=VH выполнялось условие (2.6"); 
3) при условии (1.8') и /\>v—1 необходимо и достаточно,, 

чтобы оператор Р был корректным по Петровскому, /=v и вы
полнялось условие (2.6"). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения 1) и 2) доказываются 
дословно как предложения 2.1 и 2.2 соответственно. Необходи
мость корректности по Петровскому оператора Р в утвержде
нии 3) выводится методом из доказательства предложения 2.3. 
А именно, если задача (1.1), (2.2) регулярна в £/(r\ r^v , то из 
(1.8х), как и в доказательстве предложения 2.3, выродится, что 
функции Ck(%') в (1.9) могут быть произвольными элементами 
из Я-ео. Возьмем С,-(|')—0 для ]фк, тогда из (1.9) получаем,, 
что Yk 

и(Е', xn)^Ck{ll)e%^V)x^H^ при уСл(Г)бЯ—оо Ух л >0. (4Л> 
Но это возможно лишь, если Re &,*(£') ограниченная функция 

при g'eR71-"1. Действительно, по упоминавшейся в § 2 теореме 
А.2.5 из [55], при некоторых С и ak&R 
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max Re %k (lf) ~. Cpa* при о --* oo.. (4.2) 
i6'i-p 

Если аь>0, то (4.1) не может выполняться. Следовательно, 
Дь^О, так что все корни Хи(1') корректны по Петровскому. Не
обходимость условия (2.6Л/) выводится так же как в доказа
тельстве предложения 2.3. 

Замечание 4.1. Если в (4.2) ак>0 й С*(£0бЯ-оо, то при 
*п> ° функция и (•, хп) будет принадлежать пространству 3)' (R72), 
но, вообще говоря, не будет принадлежать 5/(Rn-1). Соответст
венно, и(-у хп) при хп>0 принадлежит Z'(Cn~l), но, вообще 
говоря, не принадлежит £Dr(R7-*4). 

Следствие 4.1. Для эллиптических уравнений при п^З 
нет регулярных в U(r) краевых задач, поскольку они не явля
ются корректными по Петровскому. й П р им ер Ад а м а р а. Задача Коши (2.25) с t=xn для 
уравнения Лапласа (1.26) не регулярна в Uir\ Действительно, 
для общего решения ueUir) уравнения согласно (1.9), 

- А (£') ch | g' | хп+В (go sh | VI *л- (4.3) 

Подставляя в (2.25), находим AgO—Ч)(Б0 и £(g0—*i (£')/! 6'I» 
откуда 

и ( Г ^ (4.4) 

Если взять «iffiO-sO; то и{^х^Н^^Г1) при х л>0, напри
мер, для aj,(g')-sl' или ^ ( | ' ) s ( l+ |^ |2 ) - -v п р и л ю б о м ^ > 0 . 
Соответственно задача Коши (2.25) для уравнения Лапласа при 
ux(xf)=0 не имеет решения u6U(r) для щ(х')***Ь(х') или 
а̂ (хО ~ff-U'(lfH6'l*r". 

Отметим, что последняя функция tfo(*0 имеет 2Л/—я, непре
рывных производных при 2N—n>Q и убывает быстрее любой 
степени \х'\ при |^|-^оо. 
, З а м е ч а н и е 4.2. Если задача Коши для оператора Р ре
гулярна в Шг\ r^v— 1, при некотором a~R, то из (3.1) выте
кает (3.5). Тогда и в U(r) эта задача Коши также регулярна. 
В частности, задача Коши для оператора Р регулярна в U(r\ 
r>v—1, при условиях предложения 3.2 (например, для гипер
болических по Гордингу или параболических по Петровскому 
операторов Р (см. следствие 3.1)). 

Таким образом, рассмотрение пространства решений U(r) 

вместо Ua
ir) не приводит к новым примерам регулярных крае

вых задач. 
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§ 5. Корректные и непрерывные краевые задачи 
в полупространстве 

5.1. Корректные краевые задачи. Пусть имеются некоторые 
нормированные пространства HazU(r\ rZ^m и WczH^00{W1"1} 
при /-= 1 , . . . , / . Обозначим Ж^Н1® ..'. ®Ш. 

Определение 5.1: Краевая задача (1.1), (2.2) называет
ся корректной в пространствах Я, Я1,...., Я1, если 

1) при всех ffiW она имеет единственное решение цзэ. 
-Я(Гь...,/1)€Я. 

2) Отображение № : Ж-+И непрерывно, т. е. 

1 |и1и<с2 |1 / ; ! ! я / . (5Л> 
• ' / « г 

Введем нормированное пространство 
С«(0, со; #,)е{абС(0, сю; # , ) : | (я | | , 1 в э 

^supe-*a^||tt(.,x7 l)|U<oo}; И,шаН,(ВГг). (5.2> 

Предложение 5Д. Все рассмотренные в §§2, 3 краевые 
задачи, регулярные в U{

a
r\ являются корректными в простран

ствах Я=С а (0 , оо; HS) и W=HSj==~Hsj{Rn~~1) для любых sfiK 
ПрИ 5 < S y . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для рассмотренных в §§ 2, 3 краевых 
задач, регулярных в Ua\ справедлива следующая оценка: для 
любых $y6R при 5 < sj 

I |a i i ' , f «<c2l l« / i lv , (5Л'> 

Например, для а = 0 такая оценка получается рассуждениями 
(2.15) — (2.21) (при /=0). Для а¥=0 оценки вида (5.1') доказы
ваются точно так же. Например, для задачи Коши при усло
виях предложения 3.2 оценка вида (5.1') • получена в (3,13). 

Оценка (5.2) означает ограниченность оператора М. По
скольку 31 — линейный оператор, то он также и непрерывен. 

5.2. Непрерывные корректные краевые задачи. Обозначим 
через %\ С/(г)->-[Я--.00(Кл~'1)]1 оператор, соответствующий краевой. 
задаче (1.1), (2.2): 

aa=(YBiW,...,^Bza), и№\ г^щ ^ ( ^ s ^ 0 + ) , 
aW^K (5.3> 

Особый интерес представляют краевые задачи, которые коррект
ны в некоторых пространствах Я, Я1 , . . . - ,# ' ' и для которых 
оператор Я : Я-^ -^-Я 1 © . . . ®Яг непрерывен. Дело в том., что 
оператор Ы: Ж-+Н является правым обратным к оператору Я, 
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и он непрерывен, ввиду корректности краевой задачи. Поэтому 
оператор Я+в также имеет непрерывный правый обратный 
&ъ: Ж-+Н, если Оператор % непрерывен, а б : Н~*Ж, имеет 
достаточно малук> норму. Грубо говоря, краевая задача 
остается корректной при малых возмущениях операторов Р, В5 
в рассматриваемых функциональных пространствах. Это позво
ляет строить теорию краевых задач для дифференциальных 
операторов с переменными мало меняющимися коэффициента
ми, а затем и с более общими (С00 и т. п.). На этом основан 
метод замораживания коэффициентов [2], [11]. 

Укажем условия корректности краевых задач (1.1), (2.2), 
непрерывных в пространствах 

| Я ^ Я ^ и { а е £ / ( г ) : | [ я ^ Ы вщ><Гах"№^ xn)\\s^< со}, 

\HJ~s Н*-»уГ*Г1), У - 1 , . . . , Li<r (5.4) 

Непрерывность оператора 91: Н-+Ж при VsGR в таких про
странствах вытекает из теоремы 3.1 главы 2, если |х=|1,. • |х^=. 

Обозначим через А*° корни характеристического уравнения 
(1.6), соответствующие старшей части Рт(дх) оператора Р(дх), 

я через 
щт- 2 ь«д« (5.5) 

\а\*=тп} 

—г старшую часть оператора Вj (дх). 
П р е д л о ж е н и е 5.2. Пусть граница хп = О не является ха

рактеристической для оператора Р и для краевой задачи (1.1), 
(2.2) выполняются условия (3.1), (2.67/) и условие Шапиро— 
Лопагинскоео [27] 

ШВ){~~Ц\ Ц(Щ^гфО при | g ' | - L E'eR-1. (5.6) 
"Тогда краевая задача (1.1), < (2.2) корректна в пространствах (5.4) 
при [А=1 , iij=mp r>~m и vsGR-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из нехарактеристичности границы 
лГд — 0, по лемме 1.1, получаем, что 

В j {-il\ kk №==BJ(-i?, U (60) + o(\l'\ m0 при | V К оо.. (5.7) 
Отсюда, ввиду'(1.15л)-В в силу (5.6), вытекает, что 
det^(gO|-|det^(-ffi% 4(Г))|- |Г Г1+-'-+т/, | Г К <х>. (5.8) 
Следовательно, ввиду (2.6"), для элементов обратной матрицы 
B"l(ir) справедлива асимптотика 

l-er/teol-a+irir^ 1гк«. (5-9> 
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Поэтому из (2.8) следует, что 
г 

| С * ( Б 0 | < с 2 ( 1 + 1б /1Гя ,>|//« ,)|.- (5Л0) 
Но из (1.120 вытекает оценка 

№ хп)\<С^\Ск(Ю\еа% .(5.11) 

поэтому из (5.10) получаем, что 

s u p ^ a ^ | U ( . , ^ ) | U < c 2 l l / y l U — , (5.110 
%>о j—Ti v 

Аналогично, из (1.120 вытекает оценка 

|<?i «(£', л;л)1<С 2 ! К&')\-\с*(Ю\еах". (5.12) 

Поэтому из (5.10) получаем, ввиду (1.21) и (1.150- что 

sup е~*х« || <?£ я (•, А:-) || su < С J || / ; Ц , - т . (Б. 13) 
*я>0. Л

 у — 1 

Это предложение допускает обобщение также на параболичес
кие по Петровскому операторы Р. А именно, если оператор Р 
является ^-параболическим по Петровскому, то модифицируем 
(5.5). Предполагая, что bia-=0 при |a ' |+Jkxn>pv\ положим 

|а'|+роьл-#/ , • Д 
Тогда из теоремы 3.1 главы 2 вытекает непрерывность опера
тора 31 в ̂ пространствах (5.4), в которых нужно взять jjt=p и 
jijjJv-', r^v =max vL 

Предложение 5.2'. Пусть оператор Р является р-парабо-
лическим по Петровскому, и выполняются условия (2.6") и 
(5.6), где kh°(¥) — корни уравнения (1.34). Тогда краевая_за-
дача (1.1), (2.2) корректна в пространствах (5.4) при r>v и 

Д о к а з а т е л ь с т в о этого предложения почти совпадает с 
доказательством предыдущего. Нужно лишь вместо Ч(1Л5') и 
(1.21) использовать (1.36) и (1.37') соответственно. 

Следствие 5.1. Пусть выполнено условие (1.8') и анало
гично, пусть 

^ ( Г ) ^ ^ ( Г ) при кф], U I - l v r e R ^ 1 . (5.15) 
Тогда задача Коши для гиперболического (или ^-параболиче
ского) по Петровскому оператора Р(дх) является корректной в 
пространствах (5.4) при /\>т— 1, |х=1, ^=/—1 (или jx—p, 
|л, = Р(/—1)). Действительно, условия (2.6") и (5.6) выполня
ются, ввиду (2.10). 
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Аналогично, при условиях (1.80, (5.15) для эллиптического 
оператора Р (дЛ) задача Дирихле (определение 3.1) является 
корректной в пространствах (5.4) при й > З и г > у - 1 , |л = 1» 
|Ау--=-= у — 1, если а/_<а/+1 и а(Ца/, а /+1]. Исследованию коррект
ности краевых задач в самых разнообразных пространствах 
посвящена обширная литература. В [20] имеется подробное из
ложение результатов по регулярности и корректности задачи 
<Коши для общих дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами в классах функций растущих как еаыЬ при 
различных а и Ъ, В [20] указаны точные границы показателей 
роста а и 6 решения и(х) и начальных данных, при которых за
дача Коши регулярна и корректна, 

Основополагающие результаты по корректности задачи Ко
ши в пространствах типа Ь2 были получены в [32], [60]. 

§ 6. Ядро Пуассона краевой задачи в полупространстве 
6Л. Ядро Пуассона и фундаментальное решение краевой за

дачи. 
О п р е д е л е н и е 6.1. Фундаментальным решением краевой 

задачи (1.1), (2.2) называется векторная функция Е (х) = 
= (Ek(x))fe3eb . . . , z, где Ek£U(r) — решения краевых задач в R+ 

; tP(dx)Ek(x) = 0, xn>0, Х'Е=(ХЪ ...,x^№Rn-\ / f i n . 

где Sjk— б-символ Кронекера, а б (х') = 8п„г (х') — б-функция 
в R*-1. 

Если краевая задача (1Л), (2.2) регулярна в Ua\ r>m, 
при некотором а, то для каждого k = l, . . . , / такая функция 
Ek6U*r) существует [поскольку б (x')£Hs (R*"""1) при s<— ^ p - J 
и единственна. 

О п р е д е л е н и е 6.2. Ядром Пуассона краевой задачи (1Л),( 
(2.2) называется векторная функция 

9>{х\ у') =Е(х'—у'; xn) , * n > 0 , *', y'eR»-*. (6.2) 
Отметим, что 5*(*; y/)eud

MczWf(R'+) при V^eR»-1. Из (6.1) 
следует, что &b{x,yf)=Ek{x'—у'; хп) при Vz/'^R"-1 есть реше
ние краевой задачи 

(Р (дх) &k (х, у')-0, * я > 0 , q. 
\Y-Sy (дх) &k (x, у') = булб <*' - П У = 1 , . . . ,Л М 

где у7 играет роль параметра. 
П р е д л о ж е н и е 6Л. Пусть краевая задача (1Л), (2.2) ре

гулярна в U{
a
r\ г > max/я, m). Тогда ее решение и при произ

вольных граничных данных / у (x/)6Co°(R/z""1) выражается по 
формуле (здесь F=(fl9 . . • , / / ) ) . 
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«•Ж, л„)-=Е (., xn)*F = ^Ek(-, xJ*fk(-) = 

= 2 < E* (x ' - < / ' ; *„)> fk (J/0 >. (6-4) 
к 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для функции (6.4) при ап<.т 

д*п
пи (*', xj = 2 < <?Й#*(*'-У, -*J, Л (Л > -

— 2 № - М - . * > / * 0 ) ( П (6.5) 
л? 

поскольку Ek&C{r) (О, оо; Я J при некотором s€R, r>m* 
Поэтому из свойства (1.47) главы 1 свертки и (6.1) получаем, 
что 
P(dx)u(x\xn)^^({PEk)(^x^fk{'))(xf)^Q при хп>0. (6.6) 

Аналогично, 

yBjU (*') = 2 4Bfi*fk~b»-i*fi~fi- (6.7) 

Отметим, что через ядро Пуассона (6.2) формула (6.4) для 
решения краевой задачи записывается так: 

' и (*', хп) - < д> (х; у% Fiy') > « 2 < ^* <х' У'}> • /* ( / ) > • (6-8) 
6.2. Связь фундаментального решения задачи Коши с за

паздывающим фундаментальным решением оператора Р{дх). 
Пусть для некоторого оператора Р(дх) порядка v по дХп зада
ча Коши регулярна в U(r\ /\>v—1,. и p(v)«const-#-0 P<j) == 0 при 
1-S/^v—1, в (1.6). Тогда эта задача Коши имеет фун
даментальное решение E(x)G[C<v~l) (0, оо; # e ( R n ^ ) ) ] v при не
котором s6R. Система (6.1) в этом случае имеет вид 

dvEx >л-1 
дхп (6.9) 

Определим обобщенную функцию "Ш (х)£&)' (Жп) по формуле 

(хг, ХгЬ=*\ 
10, х л <0 , 

£\-(*'- •«„), Лл>0, 

т. е. 

( ^ ? ) S U . < * * <•.*»>* <f(-.*J>. *Р6Я>("*«). (бл°) 
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Тогда S*(x) является запаздывающим, т. е. равным нулю . при 
хп<0, фундаментальным решением оператора Р: Р(дх)${х)~ 
=6(х). Это вытекает из (6.9), аналогично лемме 1.1 главы L 
Обратно, через функцию &{х) из (6.10) фундаментальное реше
ние Е(х) выражается по формулам 

Ek(x)^dZfEv^p(v)dZ~k&(x), xn>0; l < A < v - l . (6.11) 
Действительно, функция 

Ёк(х',хп) = д]г%, 2<k<v, (6.12) 
принадлежит классу U{T\ r^v—1, и является решением задачи 
(6.9), как и Ек. Поэтому Вк=Ек, в силу регулярности задачи Ко-
ши. Отсюда вытекает (6.11). 

Итак, фундаментальное решение задачи (6.9) выражается 
формулами (6.11) через запаздывающие фундаментальное ре
шение (6.10) оператора Р (дх). Априори запаздывающее 
фундаментальное решение оператора Р(дх) может быть неедин
ственным. Поэтому возникает вопрос о методах выделения 
функции (6.10) из множества всех запаздывающих фундамен
тальных решений. Например, для гиперболических по Гордингу 
операторов функция (6.10) выделяется следующим образом. 

П р е д л о ж е н и е 6.2. Для гиперболического по Гордингу 
оператора Р запаздывающее фундаментальное решение (6.10) 
имеет носитель в некотором конусе |*'|^:Лл:п и такое фунда
ментальное решение единственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (6.10), (6.9) и (3.9) вытекает, 
что 

#(Б', xn)=^Ev(l\ * J - - 4 - eQ(-"*'}** /•: \ (6ЛЗ) 

reR^1 , . xn>0; v^m. 

Поэтому <§?(£', хп) при vx,i>Q—целая функция от g'eC"""1. 
Кроме того, собственные числа матрицы Q( — 1%')г- ввиду (3.10)t 
равны Ял(£7)- Наконец, в силу гиперболичности по Гордингу,, 
из леммы 1.1 получаем, что 

|ReX2(r ) | - |Re in iOI<A( | I ra r | + l) при g'eC*-1. 
Поэтому из (6.13), в силу оценки из [20], [37], получаем, анало
гично (3.11), что при хп > 0 

I i (Г, хп)\ < С || **<-«'>** || < СеА|1шБ'|лг» (1 + хп || Q ( - Ц') || Г~\ 

242 



Отсюда, по теореме 5.1 главы 2, supp-lf (*, xn)cz{x%Rn"~l : 
: \x/\^Axn}=>s\xppS,czQ={x^1in : \х'\^Ахъ}. Остается '* дока
зать единственность фундаментального решения § с носителем 
в конусе Q. Но это очевидно: если PS'\=8{x)y x£Rn, и s u p p e d 
<zQy то 

%^(P%)*gx^%*(P%x)^%, (6.15) 
согласно формуле (1.47) главы 1, поскольку свертка <$*<S\ опре
делена. 

Следствие 6.1. Для волнового уравнения (1.6) главы 1 в 
^фундаментальное решение £(Л> задачи Коши (2.21), согласно 
(6.11), имеет вид 

E{l)(x,t)=\ \ l E(2)(x,t)-=' 0t 

^Q(at-\x\)J' ' \&(x,t) 

E(S)(x,t) = \ jt&t(x,ty 
%f (x, t) 

где %t и &f — функции из (1.6') главы 1. Соответственно, ре
шение (6.4) такой задачи Коши при k = 1 выражается формулой 
Даламбера 

x+at 

«<x , t )=Y (Mx -a t ) + M.x+at)) + — $ *iW<ty 
x—at 

и аналогично при & = 2, 3—это, соответственно, формулы Пу
ассона и Кирхгофа 

и(х, t)^-^{$t (х-У, *), Щ(У) > + < titix—У, *), Щ(у) > 

Для параболических по Петровскому уравнений функция 
(6.10) выделяется следующим образом. 

Предложение 6.3. ([39]). Для 2й-параболического по 
Петровскому оператора Р(дх) запаздывающее фундаментальное 
решение (6.10) является гладкой функцией при хфО, удовлет
воряющей оценкам: V<x 

1 

v„a0—l—_--±i—.1 AQ-) 
\д«&(х)\<СаХп 2b е V " '•• - хп>0. (6.16) 

Такое фундаментальное решение единственно. 
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Оценки (6.16) доказаны в [39], а единственность доказы
вается как в (6.15). 

С л е д с т в и е 6.2. Для уравнения теплопроводности (1.31) 
фундаментальное решение задачи Коши совпадает с функцией 
(2.8') главы 1 и решение задачи Коши имеет вид 

я(*,<>~ fyy^')* 4aZ' Щ(У)4У ^о-Со°° (R*), t>0. 
Для решения задачи Коши для уравнения Шрёдингера (1.38) 
из (2.34) получается аналогичная формула: 

т. е. фундаментальным решением задачи Коши для уравнения 
Шрёдингера является функция (2.9') главы 1, 

§ 7. Краевые задачи в полупространстве 
для неоднородных уравнений 

7.1. Неоднородные уравнения в полупространстве. Рассмот
рим неоднородное уравнение 

P(dx)v(x) = f(x), хп>0, (7.1) 
где /6£/ar~v)+ при некоторых 05, г. Построим частное решение > 
этого уравнения в классе £/£г). 

Предложение 7Л. Пусть /7(V)--const^=0 в (1.6) и <%ц< 
<а1Н_1 при некотором><v. Тогда для аб]ад, c%+i[ уравнение 
(7.1) при / (x)eUir~~v)+ имеет решение v^U^K 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функцию /6£/a
(r~~v)+ можно продолт 

жить на хп<0 до-функции Lf (X)eC(r~v)*-(— oo,.. oo; ^ (R^ 1 ) ) 
при некотором sgR так, чтобы 

А/(••*/*)==/(•, хп) при х л >0, / , / ( . , хп)=0 при хп<—1, 
РШ(-,Хп)\\*<Сеа\ xrt6R, / < { r - v ) + . . (7.2) 

Для этого можно использовать оператор продолжения Стей-
на [11]. 

Построим Zt>6C(r) (0, оо; Hs (R*"1)), решение уравн ения 
P(dx)Lv(x)=Lf(x), xeR", (7.3} 

для которого при некоторых Sj<^$ 
Щ^л{-щхДЦ<Се***, х л >0, у < г . (7.4) 

Тогда ю^Щх^&и^ и является решением уравнения (7.1). 
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После касательного преобразования Фурье (7.3) перехолит в 

P(-ilr,dx^Lv{l\xn)^Q(l\x^ хМ^ в.-6'eR*-1. (7.5) 
При vg'eR*-1 оператор Р(— ig, дХг) имеет символ 

P(-H>9.-i^0 при 1т^бК,а д + 1 [ . (7.6) 
Поэтому функция 

H''*l-FZMpi-n\-v>LbJ <7J> 
при а6]ай, osjx4-i[ йвляется фундаментальным решением оператора 
P(—ii\dx~n). Из (7:6) следует, что уе>0 

где Се не зависит от £'. Эти оценки вытекают из разложения 
•P(-<E)-P(v)(-iEB-X l0.v.(-ign-Xv-ffi. ')) . <7-9> 

поскольку p(V) Ф О, Re А* (|') < а-i + е при А < р и Re Хл (£') > 
> a^+i — 8 при k > р. + 1 • Пусть, для простоты, v > 1 . 

Определим функцию Z# (£', хл) формулой 
4 - о о • 

Lv(£', x„) = j •# (Г, х я-1/л)L/ (£', y„)dyn= 

= = / 7 - i i F'n.-*i^Lf) 

Здесь интеграл понимается как интеграл по Бохнеру от функ
ции параметра t/„ со значениями в H, (R*"1)- Сходимость этого 
интеграла Бохнера следует из (7.8) и (7.2): 

*а -
\\b>(;xj]\ff< j Cee{a»+e){x*-tl")ea!'''dyn+ * 

— оо 

+0О 

.+j Cee^^^^^^^^Cie^, (7Л1> 

если agja^+e, ад+1 — е[. Очевидно, функция 

In (л:7, хЛ) в F$lx>Li> (Г, *«) 
удовлетворяет уравнению (7.3); оценки (7.4) для нее доказыва
ются аналогично (7Л1). 

7.2, Краевые задачи для неоднородных уравнений* Рас^ 
смотрим краевую задачу 
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iP{dx)ti(x)^f(x\ хл>0, 
lyBjidJaix'^fjix'), хШп~г; / » l f . . . , / . . (7Л2) 

Предложение 7.2. Пусть а и оператор Я удовлет
воряют условиям предложения 7.1 и краевая задача (1.1), 
(2.2) регулярна в U(

a
r\ r>~m. Тогда краевая задача (7.12) при 

любых feUir~~v)+ и /убЯ^-оо (R*-1) имеет единственное реше
ние йб £/ir). •. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ueUa] является решением 
задачи (7Л) и яб£/£г)—решение уравнения (7.1), построенное 
в предложении 7.1. Тогда w^u—v^U^ и является решением 
задачи 

гр<ш===0, хп>0 
[yBjW^gj^fj-yBjW, y = l, . . . , / . ( 7 Л З ) 

Решение wQU^ этой задачи существует и единственно 
9 силу регулярности задачи (1.1), (2.2) в U(

a
r). 

Замечание 7.1. Условиям предложения 7.2 удовлетворяют 
а) ввиду следствия 3.1, —задача Коши для гиперболического 

по Гордингу или параболического по Петровскому оператора Р 
при a > a v и r>v — 1, и 

б) ввиду предложения 3.3, —также задача Дирихле даш эллип
тического оператора Р(дх) порядка т=21 при / t>3 , если 
а / < а < а / + ь г > / — 1. 

Глава 6 
РЕЗКИЕ И ДИФФУЗНЫЕ ФРОНТЫ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ1) 

Гиперболические уравнения образуют широкий класс линей
ных дифференциальных уравнений с частными производными. 
Самый известный представитель этого класса — волновое урав
нение 

описывающее распространение волн со скоростью k\ по ана
логии с ним решения произвольных гиперболических уравнений 
также называются волнами. Элементарная волна, возникающая 
из точечного мгновенного возмущения, имеет особенность на не
котором конусе в пространстве-времени — так называемом 

-> Эта глава написана В. А. Васильевым. 
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волновом фронте — аналогична вне него и равна нулю вне его 
выпуклой оболочки. Например, фронт волнового уравнения за
дается условиями &2Я=2;гД t^O. Предмет настоящей главы — 
качественное поведение волны при приближении к ее фронту. 

Уже в случае волновых уравнений видны различные возмож
ности такого качественного поведения. Так, в нашем четырех
мерном пространстве-времени (и в любом другом 2/-мерном, 
1^2) сигнал заметен лишь одно мгновение, когда он проходит 
мимо наблюдателя. Напротив, в нечетномерном случае сигнал 

Рис- 1 

продолжает звучать все время после момента встречи t0 (с ин
тенсивностью, пропорциональной l/yt2—tQ

2). Первое обстоятель
ство позволяет нам общаться с помощью звука, второе обу
словливает тот факт, что «акустический слой» в океане, являясь 
прекрасным проводником отдельных сигналов, непригоден для 
передачи сколько-нибудь сложной информации. Оба варианта 
поведения звуковых волн имеют аналоги для произвольных 
гиперболических уравнений: на языке общей теории говорят, 
что в первом случае внутренняя компонента дополнения к 
фронту является лакуной, а во втором имеется диффузия волн 
со стороны такой компоненты; внешняя компонента является 
лакуной для любых размерностей (и любых гиперболических 
уравнений). 

§ 1. Основные понятия 
1.1. Гиперболические операторы. Пусть дано линейное 

пространство R2 с координатами хь 1 = 1, . . . , я, и Р—диффе
ренциальный оператор с постоянными коэффициентами на 
Rx, то есть конечная сумма вида 
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2Pa(v — id/dx1)^'\..'(v — idldx^ 
где Ра—константы, занумерованные мультииндексами 
о5=(аъ „.,,«,-). Такому оператору соответствует его харак
теристический полином 

от координат | f некоторого /г-мерного пространства Rg. Это 
пространство Rf полезно рассматривать как пространство, 
двойственное к R*, причем спаривание между этими простран
ствами производится по формуле { (£ь . . . , gj, (хъ ..., х„) ) =-
-==2^хг. Порядок оператора Я обозначается через degP. 

Для оператора Р можно поставить задачу Коши в полу
пространстве Xi>0. Выбор этого полупространства делает 
координату Х\ важнее остальных (в случае волнового уравне
ния хг—это время); соответственно, в двойственном простран
стве Щ при этом выделяется орт Ф = (1, 0, . . . , 0). 

Пусть Р —главная (старшей степени) однородная составляю
щая полинома Р. Уравнение P(gi, . . . , у = 0 выделяет в С| 
коническую гиперповерхность А = А(Р); ее вещественная часть 
АоЩ называется характеристическим конусом для Р и 
обозначается через Re A. 

Определение 1Л. Оператор Р называется гиперболиче
ским по Петровскому (или строго гиперболическим), если 
множество Re Л неособо вне точки 0 и любая прямая в R£

n, па
раллельная орту # и не проходящая через 0, пересекает Re A 
ровно в degP различных точках. 

Пример 1.1. 1) Волновой оператор. 
2) Любой оператор в R2, при условии что Р(т})--7-=0. 
3) Невырожденная кубическая кривая в RP2 может иметь 

две или одну компоненту (и изображается либо обеими ли
ниями на рис. 2 а, либо лишь правой из них). Соответствующий 
полином третьей степени в Rs

3 во втором случае никогда не ги
перболичен, а в первом гиперболичен в точности тогда, когда^ 
орт Ф направлен внутрь конусообразной компоненты поверхно
сти Re Л, .Многочисленные другие примеры гиперболических по
линомов см. в [40]. 

о-
Рис 2 
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В пространстве операторов данного порядка, действующих в 
Щхп, гиперболические по Петровскому операторы образуют от
крытую область. 

Теорема 1.1 (см. [59]). Для любых натуральных k, я, 
множество полиномов степени к в Rs

n, гиперболических по Пет
ровскому относительно фиксированной системы координат, со
стоит из двух связных компонент, каждая из которых стяги
ваема. 

1.2. Волновые фронты. Основной геометрический объект, 
участвующий в качественном описании решений гиперболичес
кого уравнения, — это его волновой фронт, который мы сейчас 
определим. Пусть | — произвольная точка конуса Re Л, ^ФО. 
Касательную плоскость к Re Л в этой точке будем рассматри
вать как подпространство в R6

n. Рассмотрим в исходном про
странстве Rx

n множество всех векторов х, ортогональных этой 
плоскости и имеющих положительную первую координату х\. 
Множество таких х для данной точки | образует луч 
в RA 

Определение 1.2. Объединение таких лучей по всем точ
кам |6Rei4\{0} называется волновым фронтом оператора Р и 
обозначается W(P). 

Волновой фронт может иметь особенности даже вдали от 
начала координат: они соответствуют точкам уплощения по
верхности Re Л, то есть точкам, в которых форма кривизны 
Re Л имеет ранг, меньший п—2. Например, проективизацдя 
волнового фронта, соответствующего кубической поверхности с 
рис. 2 а, изображена на рис. 2 6. При этом точки перегиба ис
ходной кривой переходят в острия проективизации фронта (на 
рис. 2а третья точка перегиба находится на бесконечности). 

1.3. Теорема 1.2. (см. [40], [61]). Если оператор Р гипер
боличен по Петровскому, то 

A) Р обладает фундаментальным решением Е(Р), носитель 
которого является конусом с вершиной в 0, принадлежащим 
полупространству *i^0 и пересекающимся с плоскостью xi=0 
во единственной точке 0; 

Б) такое фундаментальное решение Е{Р) единственно; 
B) решение Е(Р) аналитично вне поверхности W(P) и равно 

0 вне выпуклой оболочки W(P). 
Замечание 1.1. Утверждение А теоремы 1.2 можно фор

мализовать в виде определения (нестрого) гиперболического 
оператора; оператор Р называется гиперболическим, если он 
обладает фундаментальным решением, носитель которого со
держится в некотором конусе, таком как опирано в утвержде
нии А. Для общих гиперболических операторов также можно 
определить волновой фронт (см, [40]) и для них верны все 
утверждения теоремы 1.2. Такие операторы также имеют яв
ную алгебраическую характеризацию (см. [40]), однако гипер-

249 



боличность уже не определяется главной частью оператора: 
нужно знать и младшие члены. В пространстве всех операторов 
гиперболические, но не строго гиперболические составляют мно
жество положительной коразмерности; оно лежит в замыкании 
множества строго гиперболических операторов. 

1.4. Резкость, диффузия, лакуны. Пусть Р — гиперболичес-
ский оператор, W — его волновой фронт. 

Определение .1.3. А. Имеется голоморфная резкость ъ 
точке у фронта W со стороны локальной (вблизи у) компо
ненты^ / дополнения к W, если Е(Р) продолжается с /до голо
морфной функции в некоторой окрестности точки-/. Аналогич
но, имеется С°°-резкость, если Я (Р.) имеет С*-продолжение е 
компоненты /на ее замыкание /, В этих случаях компонента I 
называется локальной (голоморфной или С00-) лакуной опера--
тора Р вблизи у. 

Б. Если со стороны / нет резкости, то говорят, что в / имеет
ся диффузия волн. 

В. Компонента L дополнения к фронту называется голо-
моифной лакуной (С00-лакуной), если с ее стороны имеется 
голоморфная (соответственно, С00-) резкость в любой точке 
ее замыкания (или, что эквивалентно, в единственной 
точке 0). 

Г. Если в L Е(Р)=0, то L называется сильной лакуной (см. 
[40]) или просто лакуной (см. '[61]). 

Пример 1.2. Вновь рассмотрим волновой оператор 

Хорошо известно, что соответствующие фундаментальные реше
ния Е (Рп) при /г-=2, 3, 4 задаются " условиями £Г(Р2) = 
^eikt—\z\)/2k; Е(Р£ = вМ — \г\)1ШУк2Р-\г\*9 Е(Р4) = 
—В (t) б (k2t2 — \z\2) /2яА, где в — функция Хевисайда. Очевидно,. 
внутренняя компонента дополнения к фронту в случае п=4 
является сильной лакуной, в случае п=2 — голоморфной, но не 
сильной лакуной, а в случае п=3 имеется диффузия. Оказы
вается, что при росте п качественная ситуация будет такая же,-
как для я=4 при п четных, и как для п = 3 —при п нечетных. 
Исключительность случая я=2 объясняется тем, что при этом 
п не превосходит порядка волнового оператора. 

Для уравнения третьего порядка'в R*2, проективизация вол
нового фронта которого изображена на рис. 2 6, самая внут
ренняя компонента является голоморфной, но не сильной; 

!> Слово «компонента» всюду здесь означает «компонента линейной: 
связности». 
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лакуной, а промежуточная компонента (в которую торчаг 
«ребра» внутренней) диффузна вблизи любой точки своей 
границы. 

§ 2, Критерий Петровского 
И. Г. Петровский в работе [|61] связал свойство компоненты; 

L быть лакуной с некоторым топологическим условием, кото
рое теперь называется критерием Петровского. Это условие 
состоит в тривиальности некоторого класса гомологии — класса 
Петровского — который мы сейчас определим. Всюду в этом 
параграфе Р—строго гиперболический оператор в Rx

n. 
Пусть JC6RX—произвольная точка исследуемой компоненты L 

дополнения к фронту W, X с Cf — ортогональная к х гипер
плоскость. Пусть СPf"""1 —множество всех комплексных одномер
ных подпространств в С£. Обозначим через X* и А* гиперповерх
ности в пространстве CPg"~\ получающиеся при проективизащда* 
плоскости .А!" и конуса А. Цикл Петровского, который мы 
строим, —это некоторый (п—2)-мерный цикл в множестве 
X* — А*. Опишем этот цикл. 

Поскольку х не принадлежит фронту, то вблизи множества 
RPg""1 гиперповерхности .AT* и А* пересекаются трансверсально 
и их пересечение гладко. Множество X*nReA* вещественных 
точек этого пересечения является (п—3)-мерным подмногообра
зием в -X"*f)A*. Если п четно, то это многообразие ориентируемо. 
В [40] определен специальный выбор его ориентации, превра
щающий его в цикл; цикл Петровского B(x)czX*~А* опреде
ляется как образ этого цикла при трубочном отображении. 
(Напомним конструкцию этого отображения. Рассмотрим труб
чатую окрестность в X* множества неособых точек многообра
зия Х*[\А* и как-нибудь расслоим эту окрестность на двумер
ные диски, трансверсальные к множеству Х*(\А*. Тогда любому 
циклу V, лежащему в гладкой части множества Х*Г(Л*, можно* 
сопоставить объединение границ тех дисков, которые пересека
ются с X*f|A* по точкам множества V; комплексная ориента
ция множеств X*, X*f|A* и исходная ориентация цикла V 
позволяют ориентировать полученную трубку). 

При нечетном п цикл В(х) вдали от А* совпадает с много
образием ReX*, взятым с кратностью 2, а вблизи множества 
А* раздваивается на пару контуров, обтекающих А* в X* с 
двух сторон: невещественная часть этого цикла геометрически 
совпадает с описанной выше трубкой в Z*— А* вокруг многооб
разия J*f|ReA*, но две половины этой трубки, разделяемые' 
множеством ReX*, имеют рассогласованные ориентации. В слу
чае я=3 цикл В(х) изображен на рис. 3, множество А*()Х* на 
нем обозначено крестиками. 
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ReX 

Рис. 3 

Определение 2.1. Класс j}(#), определяемый циклом 
В(х) в группе ЯП-.2(Х*—А*) гомологии пространства X*—Л* 
с комплексными коэффициентами, называется классом Петров
ского; а условие р(х) =0— критерием Петровского. 

Легко видеть, что при п=2 критерий Петровского выполнен 
всегда, а при п=3 эквивалентен тому, что множество Х*[)А* 
не имеет невещественных точек, см. рис. 3. 

2-2. Теорема 2.1 (см. [16], ]40], [611). Если р(х)=-0, то 
содержащая .х компонента L дополнения к фронту является 
голоморфной лакуной для Р и для всех операторов с той же 
главной частью Я (а если вдобавок deg Р < п и Р==Р —то 
и сильной лакуной). Если множество А* гладко, то верно 
и обратное: если I —С°°-лакуна, то р (JC) = 0 для любого xGL. 

Первое утверждение этой теоремы в случае однородного 
J P = P вытекает из формулы Герглотца—Петровского—Лере: 
в точке хв£ все частные производные DVE фундаментального 
решения Е=Е (Р) при | v | > deg Р—п задаются интегралами 
некоторых дифференциальных (/г— 1)-форм Л(х, v, P), регуляр
ных в области СР\~Х—Х* — Л*, по циклу t$(x), лежащему 
в этой области и получаемому из цикла р(х) трубочной опера
цией t:Hn„2(X*-A*)-*Hn^ (CPl~l-X*-A*). Следовательно, 
если {$(х)=0, то в ограничении на Д Е (Р) является полино
мом, степень которого не больше, чем deg.P—/г. Второе утверж
дение вытекает из того, что а) если L — лакуна, то Е \i—поли
ном; б) в нашем случае, трубочное отображение инъективно 
(в частности, если /р(х)===0, то и $(x)=0), k в) для достаточно 
больших N классы всевозможных дифференциальных форм 
А(ху v, Р) с | -v J ====== iV* порождают всю группу когомологий 
Н*-г(£Ц~1—Х* — А%'сьл. [40]. Случай неоднородного Р сво
дится к однородному, см. [40, п. 4.5]. 

Сходными методами доказывается следующее уточнение 
п. В теоремы 1.2. 
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2.3. Т е о р е м а 2.2. (см. [40]). Если оператор Р гиперболи
чен и множество А* гладко, то любая точка волнового фронта 
W(P) является особой точкой фундаментального решения 
Е(Р). Для почти любого гиперболического оператора Р с дан
ной главной частью Р носитель Е(Р) совпадает с выпуклой 
оболочкой волнового фронта. Если п=3, то последнее верно для 
всех гиперболических операторов без исключения. (Например, 
волновой оператор при четном п^4 не является «почти лю
бым»). 

§ 3. Локальный критерий Петровского 

3.1. Одна и та же компонента дополнения к волновому 
фронту может быть локальной лакуной вблизи одних точек 
своей границы и носительницей диффузии — вблизи других. 
Вопрос о том, является ли компонента лакуной, эквивалентен 
вопросу о том, является ли она локальной лакуной вблизи на
чала координат. Для исследования резкости вблизи остальных 
точек фронта Атья, Ботт и Гординг ввели локальный аналог 
критерия Петровского (см. [40]). Опишем его. 

Пусть у =7-0—точка фронта W=W(P), t — компонента допол
нения к W вблизи у, F*cCPg""1—проективизация плоскости 
FcCf, ортогональной к у. Если точка х& достаточно близка 
к у, то проекция Y ->Х определяет гомоморфизм 

px:Hn„2(Y*^A*)->Hn„2(X*-A*). 
О п р е д е л е н и е 3.1. Локальным критерием Петровского 

называется условие 

Р(х)ер,(Яя^(г*--А*)).: 
3.2. Т е о р е м а 3.1. (см. [40]). Если для точек локальной 

(вблизи у) компоненты / дополнения к фронту выполнен ло
кальный критерий Петровского, то фундаментальное решение 
Е(Р) голоморфно резко в точке у со стороны/. 

Оказывается, теорема 3.1 почти всегда обратима: 
3.3. Т е о р е м а 3.2 (см. '[10]). L Если поверхность Л* 

вблизи множества RPf""1 касается плоскости К* лишь в конеч
ном числе точек, то из голоморфной резкости Е(Р) в точке у 
со стороны компоненты I следует локальный критерий Петров
ского для всех хЫ. 

2. Для почти любого гиперболического оператора предполо
жение п. 1 настоящей теоремы выполнено в любой точке уФО 
его фронта. 

3.4. Контрпример. В самом общем случае теорема 3.1 не 
обратима. Действительно, пусть Р = 1Н%\ — 6|—g|)« Фронт W((P) 
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состоит из кругового конуса и луча, натянутого на орт (1, 0, 0). 
Резкость вблизи этого луча вытекает из теоремы Гартогса об 
устранимой особенности, а локальное условие Петровского, как 
легко вычислить, не выполнено. 

§ 4. Геометрия лакун вблизи конкретных особенностей фронтов 

4.1. Локальный критерий Петровского, а следовательно, и 
резкость вблизи точек фронта определяются локальной гео
метрией фронта. Эта геометрия наиболее просто описывается 
в терминах (проективных) производящих функций, которые мы 
сейчас определим. Для простоты рассмотрим лишь случай, ког
да рассматриваемая точка y£W соответствует единственной точ
ке а множества Re Л*, то есть ортогональная ей плоскость Г 
касается поверхности Re А по единственной прямой. Выберем в 
RPs71"1 аффинную систему координат z0, zh ..., zn-2 с центром 
в точке а, такую что плоскость У* задается уравнением z0 = 0.. 
Тогда поверхность Л* вблизи а задается условием 20<=/(zl, • • ~ 
. . . , гп-ч). Определенная таким образом функция / называется 
проективной производящей функцией поверхности Л* в точке а; 
очевидно, /(0) =grad/"(0) =0. 

4.2. Исследование на резкость вблизи гладких точек фронта. 
В общей точке фронта особенность / является морсовской, то 
есть ее второй дифференциал — невырожденная квадратичная 
форма; ее индексы инерции обозначим через i±{a). В этом слу
чае вблизи точки фронт является гладким многообразием и; 
делит ее окрестность на две части. Одна из этих частей содер
жит такую точку х, что соответствующая плоскость X* задается 
условием ZQ=E> е>0 . Обозначим эту часть через /+, а другую — 
через 2~. 

Т е о р е м а 4.1 (см. [7], [24]). Пусть а — общая точка Л*. 
Тогда, если п и / ± = 4 ( а ) четны, то обе компоненты ^ — ло
кальные лакуны; если п четно, а 7± —- нет, то вблизи у нет ла
кун; если п нечетно, то локальной лакуной является только /~ 
при /+ четном и только /+.— при нечетном. 

4.3. Исследование на резкость вблизи ребра возврата и 
ласточкина хвоста. В точках уплощения поверхности Re Л*' (то 
есть в точках, где вырождается ее форма кривизны) произво
дящая функция уже не будет морсовской, а будет иметь вы
рожденную особенность. Классификации таких особенностей 
посвящено много работ, см. например [3]. Вблизи простейших 
особенностей этой классификации — типов Л2 и Л3 — волновой 
фронт диффеоморфен произведению линейного пространства-на 
полукубическую параболу, см. рис. 2а (соответственно, на лас
точкин хвост, то есть поверхность изображенную на рис. 4; точ
кам типа Л2' на этом рисунке соответствуют ребра возврата). 
Условие резкости со стороны той или иной компоненты допол
нения к фронту вновь зависит от четности п и индекса i+ квад-
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Рис. 4 

ратичной части производящей функции; при этом, умножая если 
надо координату zQ на — 1 , мы будем иметь дело лишь с моди
фикацией А3

+ особенности А3 (см. таблицу 1 ниже). 
Т е о р е м а 4.2. (см. [48]). Вблизи точек типа А% при нечет

ных п и четных i+ имеется резкость со стороны компоненты 2, 
а при других п и /+ резкости не бывает. Вблизи особенностей Аз-
локальными лакунами являются только: область 3 при нечетном 
/+ и любом /г; область 2 при четном /+ и нечетном п, 

4.4. В случае более сложных особенностей аналогичное опи
сание всех локальных лакун становится более громоздким, по
этому приведу лишь результаты о количестве этих лакун. 

Т е о р е м а 4.3. Вблизи любой точки, в которой волновой. 
фронт общего гиперболического оператора имеет особенность-
одного из типов0 Ah, DA, Eh, Х$, Хю, /ю, число локальных лакун. 
равно указанному в таблице 1 (или удовлетворяет приведенно
му там неравенству). На общих фронтах в R*n при п^.7 могут' 
встречаться лишь особенности, принадлежащие одному из ти
пов, указанных в таблице 1. (В этой таблице Q означает невы
рожденную квадратичную форму/от дополнительных перемен
ных Zr+i,..., zn, где г — это кораиг особенности, то есть дефект 
формы кривизны поверхности А*: он указан в третьей графе1 

таблицы; г+ — положительный индекс инерции формы Q. 
В графе "п^" указывается минимальное из таких я, что соот
ветствующая особенность возникает на фронтах общего положе
ния в Кх

п). 
Г и п о т е з а . Во всех клетках этой таблицы, в которых. 

стоит знак вопроса, должен стоять нуль. 
Утверждение этой теоремы о А\ доказано в [24], о Аз, Аз-— 

в [48], a Ah (&^=4), Dh, Eh — B [10]. Утверждения об остальных 
особенностях получены с помощью ЭВМ, этот же машинный: 

-> Обозначения взяты из классификационных таблиц [3]. 
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эксперимент является очень серьезным доводом в пользу по
следней гипотезы. Основное методологическое замечание при 
доказательстве этой теоремы (и теоремы 3.2) состоит в том, что 
задача о локальных лакунах является задачей локальной тео
рии особенностей гладких функций; об этой теории см. [3]. 

§ 5. Уравнения с переменными коэффициентами 
Все результаты предыдущих §§ 3, 4 имеют естественные 

обобщения на случай гиперболических операторов с переменны
ми коэффициентами: 

Р^РАх){д1дх)\ Р«еС°°{Яп
х), 
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(см. [48]). В частности, в этом случае также определено понятие 
резкости и локальное гомологическое условие Петровского. Не 
формулируя этих понятий, приведем лишь основной результат 
этой теории. 

Теорема 5.1 (см. [9], [48]). Вблизи точек волнового фрон
та строго гиперболического уравнения, соответствующих изоли
рованным особенностям производящих функций, из локального 
критерия Петровского вытекает резкость фундаментального ре
шения. 

Эта теорема была доказана в [48] в случае аналитических 
коэффициентов, а вблизи особенностей типов Ак — и в С°°-слу-
чае. Там же был намечен подход к доказательству теоремы в. 
приведенной общей формулировке, реализованный затем в [9]. 

ЛИТЕРАТУРА 
Теория обобщенных функций достаточно полно изложена в книгах [13]» 

[18], [19], [37], [65], [66], в которых имеется много полезных упражнений т 
поучительных примеров. 

Книги [25], [45] и [68] посвящены широкому кругу вопросов, связанных 
с теорией и применениями преобразования Фурье, в частности с операцион
ным исчислением. 

Наиболее эффективные методы исследования общих уравнений с по
стоянными коэффициентами, предложенные в работах [4], [5], [30], [31], [42],, 
[52] и [57], основаны на идеях алгебраической геометрии. 

В работах [7], [47], [49], [51], [55], [56], [63] получена детальная информа
ция о структуре, особенностях н асимптотике, а в [10], [16], [24], [40], [46]* 
[61] — о лакунах фундаментальных решений гиперболических уравнений. 

Работы [32], [33], [60] содержат основополагающие результаты по кор
ректности задачи Коши для гиперболических уравнений, а [20]— по классам? 
единственности и корректности задачи Коши для уравнений с постоянными. 
коэффициентами. Исчерпывающую информацию по корректности краевых 
задач для параболических систем (и уравнений) читатель найдет в [39]. 

В [2] излагается теория краевых задач в соболевских пространствах 
функций для уравнений с переменными коэффициентами, почти столь же 
эффективная, как для уравнений с постоянными коэффициентами, а в [11]— 
для псев до дифференциальных уравнений. 

Теория соболевских пространств и теоремы вложения излагаются в [15]», 
[26], [29], [35] и [38]. 

В работах [8], [22] излагаются важные вопросы стационарной теории рас
сеяния, связанные с условием излучения Зоммерфельда, для общих уравне
ний, а в [36] —на простейшем конкретном примере. 

В работе [28] найдены условия разрешимости уравнений в конусе (н*. 
в частности, в угле). 

С применением теоремы Зайденберга — Тарковского читатель можетг 
ознакомиться в [21], [37], [54], [55], [69]. 

В [6], [44], [62] можно найти применения уравнений с постоянными коэф
фициентами в математической физике. 

В [41] и [71] имеется Обширная информация о специальных функциях ш 
их применениях к уравнениям в частных производных. 

Теория аналитических функций многих комплексных переменных доста
точно полно изложена в книгах [12], [50] и [53]. 

Работа [1] представляет собой обзор по теории уравнений с постоянны
ми коэффициентами, а [69]~~ курс теории таких уравнений., 
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Наиболее полное изложение современного состояния теории уравнений с 
постоянными коэффициентами имеется в монографиях [30], [55]. В них изла
гаются такие важные вопросы, как аппроксимация решений, Р-выпуклость 
н разрешимость уравнений в областях, теория рассеяния, метод ВКБ (пе
реход волновой оптики в Геометриечскую), системы уравнений и другие, не 
затронутые в данном обзоре из-за недостатка места. 

В [26], [38], [55] подробно излагается современная теория линейных урав
нений в частных производных с переменными коэффициентами. 
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частными производными, основанные на применении микролокального анали
за: псевдодифференциальные операторы, интегральные операторы Фурье, тео
рия волновых фронтов обобщенных функций. Описаны современные мето
ды изучения операторов главного типа и смешанной задачи для гипербо
лических уравнений. Изложены основы теории метода стационарной фазы 
и канонического оператора Маслова. Дан обзор основных результатов спек
тральной теории линейных самосопряженных дифференциальных операто
ров с частными производными. Библ. 105 назв. 
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Изложены основные результаты, методы и понятия теории линейных 
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